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1. Wir betrachten das Anfangswertproblem

y'(z) = —2xy?, y(1) =1. (1)

Sei h > Ound z; = 1+ jh fiir alle j € N und y; eine Approximation fiir y(x;). Wie
in der Vorlesung beniitzen wir den Taylorreihenansatz

y(z) my; + (v —xj) + ol — xj)2 + c3(x — xj)g + cq(x — xj)4. 2)

a) Bestimmen Sie wie in der Vorlesung eine Approximation fiir y'(x;41) einerseits
durch Differenzieren der rechten Seite von (2) und anderseits mithilfe von (1).
Bestimmen Sie dann durch Koeffizientenvergleich Gleichungen fiir ¢y, ¢5, c3 und
Cq.

b) Bestimmen Sie die exakte Losung des Anfangswertproblems (1).

¢) Implementieren Sie das Taylor-Reihen Verfahren gemiss a). Plotten Sie den lo-
kalen Fehler an der Stelle z = 1 und den globalen Fehler an der Stelle x = 2 fiir
h = 271 ...,271%9 Welche Konsistenzordnung beobachten Sie fiir den lokalen
Fehler? Welche Konvergenzordnung besitzt der globale Fehler?

2. Ein Massenstiick der Masse m € (0, 00) hingt an einer Feder mit Federkonstanten
D € (0,00). Schwingt dieses System, kann dies durch eine Funktion y : [0, 00) — R,
die einem Zeitpunkt ¢ € [0, c0) die aktuelle Position des Massenstiicks im Vergleich
zur Ruhelage zuordnet, beschrieben werden. Im idealisierten, reibungsfreiem Fall ge-
horcht x der Differentialgleichung

D
Vit € [0,00) : y'(t) +—y(t) =0. 3)
m
Durch die Wahl von Anfangsbedingungen
y(to) = €R, y(to)) =w €R “)

ist y eindeutig bestimmt.

Bitte wenden!



a) Welche Ordnung besitzt die gewohnliche Differentialgleichung (3)?

b) Uberfiihren Sie die Differentialgleichung (3) und die Anfangsbedingungen (4) in
ein Anfangswertproblem erster Ordnung mit entsprechenden Anfangsbedingun-
gen.

¢) Losen Sie mithilfe der Matlabfunktion ode45 obige Differentialgleichung mit
D = m = 1 auf dem Interval [0, 10] mit den Anfangsbedingungen y, = 1 und
vp = 0 und plotten Sie die Energie

B() = Ty (1 + Dt € [0,10]

Ist die Losung physikalisch korrekt?

d) Die implizite Trapezregel lautet

ti,yi)+ f(tii1,vy;
¢(tjayjayj+lah) = f< : yj) g( It yJ—H).

Implementieren Sie die implizite Trapezregel und bestimmen Sie mit denselben
Parameter wie in c¢) die numerische Losung fiir verschiedene ~ > 0. Plotten Sie
den Fehler zwischen numerischer und exakter Energie. Was féllt [hnen auf?
Tipp: Beniitzen Sie fsolve um das Gleichungssystem der impliziten Trapezregel
zu losen.

3. Steife Differentialgleichung
Wir betrachten das Anfangswertproblem

—0.5 32.6 35.7 4
y=Ay, A=\ 0 —48 9 und y(0)= [ 13
0 9 72 1

a) Berechnen Sie (von Hand oder mit Matlab) die exakte Losung des Anfangswert-
problems. Plotten Sie die drei Komponenten der Losung im Interval [0, 1].

b) Berechnen Sie mit dem explizitem Eulerverfahren eine numerische Losung auf
dem Interval [0, 1] fiir die Schrittweiten h = 107, 1072, 1073, Fiir welche h ist
die Losung qualitativ richtig?

¢) Wiederholen sie b) mit dem impliziten anstelle des expliziten Eulerverfahrens.

d) Berechnen Sie die numerische Losung des expliziten Eulerverfahrens wobei wir
diesmal zwei verschiedene Schrittweiten wihlen. Im Interval [0 0.2] die Schritt-
weite hs = 1072 und im Interval [0.2 1] die Schrittweite hl = 107



