D-ITET, D-MATL Numerische Methoden FS 2014
Dr. R. Képpeli
M. Sprecher

Serie &

1. Sei X ein Vektorraum iiber R und (-,-): X x X — R ein Skalarprodukt auf X. Sei
|| - ||: X — R definiert durch || f|| := \/(f, f) fur alle f € X. Zeigen Sie, dass || - ||
eine Norm ist.

2. Sei X ein Vektorraum iiber R, (-,-): X x X — R ein Skalarprodukt auf X und
| - ||: X — R die induzierte Norm (sieche Aufgabe 1). Sei n € N und X,, C X ein
n-dimensionaler Unterraum von X und ®4,...,®, eine Orthonormalbasis von X,
(d.h. (®;, ®;) = 6;; und X,, = span(Py, ..., P,)). Zeigen Sie

a) fir f € X, gilt f =Y (f, ®;)®;,
b) fiir f € X, ist || f||* = Yo (@i, f)

o) fir f ¢ X, ist f,, := > ., (f, ®;)®, die Bestapproximation von f aus X,,, dass
heisst es gilt

2
s

If = full <|lf =gl firalleg € X, \{fn},

d) firalle f € XistY . [(D;, /HP< || f]I*

3. Wir definieren fiir n € Ny das n-te Chebyshev-Polynom durch
T, (x) := cos(narccos(x)) fiiralle x € [—1,1].

a) Zeigen Sie, dass 7, tatsdchlich ein Polynom ist.
Tipp: Benutzen Sie die trigonometrische Identitét

cos(a + b) 4 cos(a — b) = 2 cos(a) cos(b)
um die Rekursionsgleichung 7}, 1(x) = 22T, (z) — T,,_1(z) herzuleiten.

b) Berechnen Sie die Koeffizienten von 7%, dass heisst bestimmen Sie as, . . . , ag so,
dass
T5(33) = CL5I5 + CL4ZL’4 + -+ Qo

gilt.

Bitte wenden!



¢) Bestimmen Sie die Nullstellen x4, ..., x, von 7T,,.

d) Zeigen Sie, dass fiir alle x € [—1, 1] die Darstellung

n

T.(z) = cp H(x — ;)

i=1
gilt mit ¢,, € R. Bestimmen Sie ¢,.

e) Zeigen Sie fiir n > 0, dass

gilt.

f) Zeigen Sie, dass die Chebyshev-Polynome 7T, orthogonal sind beziiglich dem

Skalarprodukt
dx.
(£.9) / @)g(a)

4. Sei f : [—1,1] — R definiert durch

1
Llsze f#)=——— R
Interpolieren Sie f sowohl mit n Aquidistanten Stiitzstellen (d.h. ¢; = —1 + 12 fiir

i € {0,1,...,n — 1}) als auch mit n Chebychev-Stiitzstellen (d. h ti = COS(HQ’ )
fiir 7 € {0, 1, ...,n—1}) furn =1,2,...,30. Berechnen Sie eine Approximation fiir
die Fehlernorm || f — pnllco und plotten Sie diese. Verwenden Sie dazu fiir m > 10*
die Approximation

If = pullo m _ maz |f (=14 2/m) = pn (=1 +2/m)|
i€{0,1,...,m}
um die Fehlernorm anzunihern. Sie konnen fiir diese Aufgabe den Code aus Serie
7 Aufgabe 3 verwenden. Falls Sie diese Aufgabe nicht gelost haben konnen Sie den
Code von der Vorlesungsseite herunterladen.



