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a) i) Wir definieren f(¢,y) = Ay und erhalten damit

y'(t) = My(t) .
——
=f(ty(1))

ii) Das implizite Eulerverfahren fiir eine Differentialgleichung der Form /() = f (¢, y(¢)) ist
Yir1 = Yi + hf (tiv1, yira), ©=0,1,...
iii) Wir setzen f ein und erhalten
Yit1 = Yi + hAyi, 0=0,1,...
Das ist dquivalent zu
(1 —=hNyi1=vy;, 1=0,1,...

und damit kénnen wir (fiir A\ # 1) nach y;, 1 auflésen:

Yi

yz’+1:ma i=0,1,...

b) Dies konnen wir direkt implementieren:

function [t,y] = implicitEuler( h, T, y0, lambda)
gibt die Zeitpunkte t_i im Vektor t und
die Naeherungen y_3i im Vektor y zurueck

o o° o°

o\

h: Schrittweite

T: Endzeitpunkt (Vielfaches von h)
y0: Startwert

t=(0:h:T)";

y=zeros (size(t));

y (1)=y0;

for 1 = 1l:1length(t)-1;

o\

o\

v (i+1)=y (i) / (1-h*lambda) ;

end

1
1—2z

¢) Wir sehen direkt aus der Interationsvorschrift, dass fiir G(z) =

1
Yt = Ty Y

——
G(h))

gilt. Damit ist G(z) = i die Stabilitdtsfunktion des impliziten Eulerverfahrens.
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d)

e)

b)

Das (reelle) Stabilititsgebiet ist
S={zeR:|G(z)| < 1}.
Fir G(z) = 1 + z ist

IGz)|<l<=14+2<lund —1-2<1
<— z<0und —2<z
— —2<2z<0

Also

S={zeR:-2<2<0}=(-2,0).
Das Verfahren ist stabil, wenn z = h\ € S. Nach der vorherigen Aufgabe ist

z2=hAeS+= -2<2<0
Da h > 0 und wir nur A < 0 betrachten ist hA = z < 0 automatisch erfiillt. Wegen

—2

—2<z=h\ <= ~ > h
ist das Verfahren V stabil, genau dann wenn die Schrittweite durch h < ’TQ beschrinkt ist. Das
Verfahren V ist also nur bedingt stabil.

Anwenden von log ergibt
log f(t) =loga + (—(t — B)%) = loga — 32 4213 — ¢*
—
wobei wir die neue Unbekannte a eingefiihrt haben.
Es soll also (moglichst genau) gelten, dass

log fi=a+2t5 12, i=1,...m,

bzw.

(1,2¢) <g>—10gfi+t?, i=1,...m.
——

Air2 S~~~ b;

Damit haben wir also ein iiberbestimmtes Gleichungssystem Az = b mit A = (A, ;) € R™*2,
r € R*und b = (b;) € R™.

Die urspriinglichen Parameter erhélt man damit iiber 3 = x5 und o = exp(x; + %) (muss nicht
angegeben werden).

Der Standard-Matlab-Befehl fiir lineare Ausgleichsprobleme ist “\”:
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function [x] = ausglStandard( A, b)
% loest das Ausgleichsproblem Ax=b mit dem Standardmatlabbefehl

x= A\b;

function [x] = ausglQR( A, b)

e

% loest das Ausgleichsproblem Ax=b mit Hilfe der QR-Zerlegung,
[m n]=size (A);

[Q,R]l=gr (A);
c=Q’" xb;

x= R(l:n,1l:n)\c(l:n);

¢) Durch Einsetzen und Ableiten sehen wir

Fi= f(t;) — fi = aexp(—(t; — B)*) — f;
Sy = - (wep(—(t — A1) = exp(— (1~ )
%m % (aexp(—(t — B)2)) = aexp(—(t — B)2)(=2(t; — H)(~1)

= aexp(—(t; — B)*)2(t; — B)

Die Jacobimatrix ist damit

0 0
90’98

d) function x=GaussNewton (x0, F, J, tol, maxit)
loest das nichtlineare Ausgleichsproblem F (x)=0
mit dem Gauss—-Newton-Verfahren

J = F) = (exp(—(ti — B)*), aexp(—(t; — B)*)2(t; — B))iZ, € R™*?

F(x): Residuumvektor F an der Stelle x
x0: Startvektor

J(x): Jacobi-Matrix von F an der Stelle x
tol: Toleranz

o° o° o° o° o o od° o°

maxit: maximale Anzahl Iterationen
x=x0;
for i=1:maxit

$Gauss—-Newton—-Korrektur berechnen

s = J(x)\F(x);

m>=n
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$Korrektur anwenden
X = X — S;

if norm(s)<tolxnorm(x)
break;
end
end

e) Es werden unterschiedliche Residuuen minimiert. Beim linearen Ausgleichsproblem aus a) wird
| Az = b]|2 = [|(log o — 8% + 2t;8 — t7 — log fi){y] 2
minimiert, wihrend beim nichtlinearen Ausgleichsproblem c)
1E @)l = 1(f(t:) = fi)iZall2 = l(vexp(=(t: = B)°) = fi)iZy ]2

minimiert wird.

)

1
2(§) =3 +1),dv = 3d6 = I[f] =3 71f<%<£+1)> dé (1)

b) Gerade im Log-log Plot. Also Algebraische Konvergenz.
Gauss-Quadratur hat exponentielle Konvergenz, sofern der Integrand glatt ist. Aber: Singularitét

des Integranden bei 2y = 0 und deswegen beobachten wir nur algebraische Konvergenz.

¢) i) Es werden nur Polynome vom Grad 1 betrachtet, d.h., es ist max(k) = 1. Damit folgt
n = 1. Es wird also ein Gewicht und eine Stiitzstelle benotigt.

ii)
/1 2% log(z) dz = [z(log(z) — 1)]; = —1 = o
0
1 1 R
/0 zlog(x)dx = [glog(x)} 1 —/0 5 dor = [%(log(x) —3) (1) =—1=w&

- @1:—1,51:%-
d)

_ 2 . 3 1 6 3
Q[2sc+1]=;@i(2&+1)=—5-(2—+1)+§-(2-1+1)=—§+5=—§

4. a) Uberpriifen von |¢}(z*)| < 1.

s L exp(x)
¢y (x) = T o= o) oxp (@)
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2 .
1%% =1.6 > 1, keine lokale Konvergenz.

. 2 2
Zu ¢\ (3): Bsist (¢/(3)) = 4112{5\/6 ~
|¢'2(%)| = % < 1, lokale Konvergenz.

b) Eine Fixpunktiteration ist konsistent, wenn

fa) =0 & o) =1

gilt. Wegen
_ f(z)
95() =@+ 2z + exp(x)
gilt p5(z*) = 2 + ﬁf{&m = z* fur f(z*) = 0. Dies zeigt also “="".
Umgekehrt folgt aus ¢3(z*) = x*, dass #‘f{&x) = 0, und damit f(z*) = 0, da fiir den
betrachteten Bereich {x € R|z > 0} der Nenner 2z + exp(z) > 0 ist.
Es handelt sich um das Newtonverfahren, da f'(z) = —2x — exp(x) gilt und ¢3 damit von der
Bauart
f(x)
¢3(z) =z —
D=
ist.
¢) Es gilt:

= ﬂ — f(a:”) _ f(xnfl)

Az Ty — Tpe1

Tpy1l = Tpn — Q;1f<xn)a Qn

Damit folgt:

1 Tp — Tp-1
Tnt+1 = Tn — PREICEN) (xn - xn—l) =Tn —

flzn)

1— 2fxi_17exp(:pn,1)
2—x2 —exp(zn)

log(e(K+1) —log(e(¥))
log(e()—log(e(F—1)

d) Fiir die Konvergenzordnung gilt: p =

_-233-(—-142) _ 91 .9 _

Pl = Tiia-(s6) — 56 T O
_ —21.8—(=10.7) _ 111

P2 = “or—(5) = b6 2

e) Das Verfahren ist gemiss b) das Newtonverfahren. Dieses konvergiert lokal quadratisch (d. h.
die Konvergenzordnung ist zwei), sofern f'(z*) # 0, was zu iiberpriifen ist:

1
f(z*) = —22" — exp(a*) ~ —25 — 1.6 =—2.6 # 0.



