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1 Weitere Grundbegriffe

1 Weitere Grundbegriffe

1.11 Matrizen

Verschiedene mit Matrizen verbundene Begriffe wurden in der Vorlesung Lineare Algebra
behandelt. Zur Erinnerung: Eine m xn-Matriz ist ein rechteckiges Schema von Zahlen
bestehend aus m Zeilen und n Spalten der Form

ary ... Qin
A = (Clm') i=1..m :
j=1l..n
am,1 --- Qmn
Ihre Transponierte ist die n x m-Matrix
a1 ... Qm1
T
A" = (aj,i) i=l.n =
j=1l..m
1n -+ Amn

Das Produkt einer ¢ x m-Matrix A = (a; ;) mit einer m x n-Matrix B = (b;,) ist die £ xn-
Matrix
AB = A-B = (ai,lbl,k + ...+ ai,mbm,k) i=1..0 -
k=1..n
Das Matrixprodukt ist linear in jedem Faktor und assoziativ, aber nicht kommutativ, und

es erfiillt die Gleichung
(AB)" = BT A",

Eine Matrix mit allen Eintrédgen 0 heisst eine Nullmatriz. Die n x n-Matrix [, mit allen
Diagonaleintrdgen 1 und allen iibrigen Eintrigen O heisst Einheitsmatriz. Sie ist ein neu-
trales Element der Multiplikation in dem Sinn, dass fiir jede m x n-Matrix A gilt

I,-A = A1, = A
Eine n x n-Matrix A heisst invertierbar, falls eine n x n-Matrix A~! existiert mit
A- ATV = A7 A = T,

Die Matrix A~! ist dann eindeutig bestimmt und heisst die Inverse von A.

Der Rang einer Matrix ist gleichzeitig die maximale Anzahl linear unabhéngiger Spalten
und die maximale Anzahl linear unabhéngiger Zeilen. Der Rang einer m x n-Matrix ist
daher < min{m,n}. Eine Matrix ist die Nullmatrix genau dann, wenn ihr Rang gleich 0
ist. Eine n xn-Matrix ist invertierbar genau dann, wenn ihr Rang gleich n ist.

Eine 1xn-Matrix heisst ein Zeilenvektor der Linge n, und eine n x 1-Matrix heisst
ein Spaltenvektor der Lénge n. Fiir jeden Zeilenvektor v ist v” ein Spaltenvektor und
umgekehrt.



1.12 Skalar- und Vektorprodukt

Fiir die Begriffe Determinante, charakteristisches Polynom, Figenwert und Eigenvektor
einer quadratischen Matrix siehe die Vorlesung Lineare Algebra.

Eine Matrix A, die gleich ihrer Transponierten ist, heisst symmetrisch. Eine symmetri-
sche n x n-Matrix mit reellen Koeffizienten A heisst
— positiv oder positiv definit, wenn fiir alle x € R . {0} gilt 27 Az > 0,
— negativ oder negativ definit, wenn fiir alle x € R™ \ {0} gilt 27 Az < 0,
— semipositiv oder positiv semidefinit, wenn fiir alle x € R” gilt 27 Az > 0,
— seminegativ oder negativ semidefinit, wenn fiir alle x € R” gilt 27 Az < 0,
— indefinit sonst,

wobei z stets einen Spaltenvektor darstellt. Den jeweiligen Fall kann man an den Vorzeichen
der Eigenwerte erkennen.

1.12 Skalar- und Vektorprodukt

Wie bisher sei R™ der Standard-Vektorraum der Dimension n mit dem euklidischen Ab-
solutbetrag |z| := /2% + ...+ 22 fiir alle x = (1,...,x,) € R™. Solange es nicht darauf
ankommt, schreiben wir seine Elemente einfachheitshalber als Zeilenvektoren.

Definition: Das (euklidische) Skalarprodukt zweier Vektoren x = (x1,...,x,) und y =
(Y1, -, Yn) € R™ ist die Zahl

(x,y) = mppr+ ...+ Ty, € R.

Mit dem Matrixprodukt kénnen wir sie auch schreiben in der Form x - y*. In der Vektor-
analysis schreibt man oft ganz kurz = -y := (z,y).

Eigenschaften: Fiir alle z, y € R® und X € R gilt:

(v,2) = |z*,
Mz,y) = (Avy) = (2, \y),
(y,2) = (2,y).

Definition: Ein Vektor z € R"™ mit || = 1 heisst ein Einheitsvektor und gibt eine Richtung
im R” an.
Fakt: Jeder von Null verschiedene Vektor x ist ein positives Vielfaches eines Einheits-
vektors, ndmlich:
x
= |2 —

x|

Fakt: Sind z, y # 0 und ist ¢ das Mass des Winkels zwischen ihnen, so gilt
(r,y) = [z[-]y]-cosp.
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1.13 Koordinatensysteme

Insbesondere sind zwei Vektoren mit (x,y) = 0 zueinander orthogonal.

In Dimension 3 gibt es ausserdem die folgenden Begriffe:

Definition: Drei linear unabhéngige Vektoren x, y, z des Anschauungsraums bilden ein
Rechtssystem, wenn sie in dieser Reihenfolge durch Daumen, Zeigefinger, und Mittelfinger
der gespreizten rechten Hand dargestellt werden konnen.

Bemerkung: Sobald es auf die Handigkeit ankommt, wahlt man das Koordinatensystem
des Anschauungsraums so, dass die Standardbasisvektoren eq, es, e3 ein Rechtssystem bil-
den. Dann sind drei beliebige Spaltenvektoren x,v, z € R?® ein Rechtssystem genau dann,
wenn die Determinante der 3 x 3-Matrix (x,y, z) positiv ist.

Definition: Das Vektorprodukt oder Kreuzprodukt zweier Spaltenvektoren in R? ist der
Vektor

x1 Y1 ToY3 — T3Y2
To | X | Y2 = T3Y1 — T1Y3 € R
xs3 Ys T1Y2 — T2l

Fakt: Seien z und y nichttriviale Spaltenvektoren im R3, und sei ¢ das Mass des Winkels
zwischen ihnen. Dann hat z x y den Absolutbetrag |z| - |y| - sin ¢ und ist orthogonal zu x
und y. Insbesondere ist z x y der Nullvektor genau dann, wenn = und y linear abhéingig
sind. Andernfalls bilden x, y, X y in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem.

Fakt: Fiir je zwei linear unabhiingige Vektoren z, y € R3 ist |z x y| der Flicheninhalt des
von z und y aufgespannten Parallelogramms.

Fakt: Fiir je drei linear unabhiingige Vektoren x, y, 2 € R? ist |(z x y) - 2| das Volumen
des von x, y, z aufgespannten Raumspats.

1.13 Koordinatensysteme

Kartesische Koordinaten: Ein kartesisches Koordinatensystem ist eine Identifizierung
des n-dimensionalen Anschauungsraums mit R”, bei welcher der Abstand zweier Punkte
2 und y durch den Absolutbetrag |z — y| gegeben ist. Dies bedingt, dass die Koordinaten-
achsen orthogonal zueinander stehen. Sofern nichts anderes gesagt wird, meint man stets
ein kartesisches Koordinatensystem.

Ebene Polarkoordinaten: Jeder Vektor im R? ldsst sich schreiben in der Form

r\  (rcosyp
y)  \rsing
fiir » > 0 und ¢ € R. Dabei ist r der Absolutbetrag von (z), und ¢ ist der Winkel zwischen

der positiven z-Achse und dem von (z) aufgespannten Strahl, von der x-Achse aus entgegen
dem Uhrzeigersinn gemessen. Der Winkel ¢ ist nur bis auf Addition eines Vielfachen von



1.13 Koordinatensysteme

27 bestimmt, und im Fall » = 0 iiberhaupt nicht. Wenn es nétig wird (und am besten nur
dann), schrinkt man ¢ kiinstlich auf ein Intervall der Form |-, ] oder [0, 27| ein; im Fall
r > 0 ist es dann eindeutig bestimmt. Wir haben also z.B. eine surjektive Abbildung

0, 00] x |, 7] = B2, () - (“”)
© 7rsin

deren Einschrankung eine bijektive Abbildung
10, 00[ x |—m, 7] = R% {(8)}
liefert. Die Umkehrfunktion der letzteren kann man beschreiben als
() (i)
y arg(z +iy) )’

wobei das Argument arg(x + iy) auf das Intervall |—m, 7] normiert wird. Man erhilt es
dann zum Beispiel durch die explizite Formel

: T
arg(z +1y) = sgn(y) - arccos —.
r

Zylinderkoordinaten: Diese erhélt man, indem man ebene Polarkoordinaten auf zwei
der drei Koordinaten im R? anwendet, zum Beispiel also mit der surjektiven Abbildung

p pcos @

0, 00[ x |—m, 7] x R = R3, — sin

[ @ psin
z z

Kugelkoordinaten: Hierfiir wendet man auf die Grossen p und z der Zylinderkoordinaten
nochmals ebene Polarkoordinaten an und erhélt die surjektive Abbildung

o r r cos U cos
[0, 00[ X |—m, 7] x [—5,5} — R} [ o | = | rcosdsing
) rsin v

Dabei ist r der Absolutbetrag von (Z) Betrachten wir (((1;) als Nordpol und (_81) als

z

Siidpol der Einheitskugel und z = 0 als Aquatorebene, so gibt ¢ den Lingengrad und ¢
den Breitengrad eines Punktes an. Die Einschrankung liefert eine bijektive Abbildung

N HIETN(C
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8 Gewohnliche Differentialgleichungen

8 Gewohnliche Differentialgleichungen

8.1 Begriffsbestimmung

Wir betrachten nur Differentialgleichungen fiir Funktionen einer (reellen) Variablen.
Definition: Fiir eine offene Teilmenge V' C R"*2 und eine Funktion G: V — R heisst

G(':C7 y7 y/7 AR 7y(n)) = 0

eine (implizite gewdhnliche) Differentialgleichung der Ordnung n. Jede auf einem Intervall
definierte n-mal differenzierbare Funktion y: I — R mit graph(y,y/,...,y™) c V, fiir
welche diese Gleichung gilt, heisst eine Losung der Differentialgleichung.

Kann man die Gleichung nach y™ auflésen, so erhélt man die folgende Variante:
Definition: Fiir eine offene Teilmenge U C R"*! und eine Funktion F': U — R heisst

y™ = F(z,y,9,...,y"Y)

eine (explizite gewohnliche) Differentialgleichung der Ordnung n. Jede auf einem Intervall
definierte n-mal differenzierbare Funktion 3: I — R mit graph(y,y/,...,y™ V) c U, fiir
welche diese Gleichung gilt, heisst eine Ldsung der Differentialgleichung.

Geometrische Interpretation: Im Fall n = 1 betrachte fiir jeden Punkt (z,y) € U C R?
die Richtung der Geraden durch (z, y) mit Steigung F'(z, y). Die Gesamtheit dieser Richtun-
gen heisst ein Richtungsfeld auf U. Die Differentialgleichung erster Ordnung vy’ = F(z,y)
besagt dann, dass der Graph der Funktion z — y(z) in jedem Punkt tangential zu diesem
Richtungsfeld sein muss. Die Graphen aller Losungen bilden in der Regel eine von einem
reellen Parameter abhiingige Kurvenschar, welche die Menge U iiberdeckt.

Bemerkung: Eine Differentialgleichung n-ter Ordnung besitzt in der Regel eine von n
reellen Parametern abhéngige Familie von Losungen. Eine eindeutige Losung auszusondern
erfordert daher in der Regel noch n zusétzliche Nebenbedingungen.

Definition: Eine Differentialgleichung zusammen mit den Nebenbedingungen

y(k)(xo) = y(()k) firalle0<k<n—-1

fiir einen gegebenen Punkt (xo, yo, ¥, - - - ,yén_l)) € U heisst ein Anfangswertproblem.

Definition: Eine Differentialgleichung fiir eine Funktion y: [z, 2] — R zusammen mit
Nebenbedingungen der Form y®)(x;) = yi(k) fiir gewisse (k,7) heisst ein Randwertproblem.

Beispiel: Die Bestimmung der Flugbahn eines Basketballs mit gegebener Anfangsrichtung
und -geschwindigkeit ist ein Anfangswertproblem. Die Bestimmung der Anfangsrichtung
und -geschwindigkeit, so dass der Ball im Korb landet, ist ein Randwertproblem.
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8.2 Existenz und Eindeutigkeit

8.2 Existenz und Eindeutigkeit

Definition: Eine Funktion f: X — R™ fiir X C R™ heisst (global) Lipschitz-stetig, falls
gilt:
de>0Va,2' € X: |f(z) — f(a)] < ¢ |z — 0]

Eine Funktion f: X — Y heisst lokal Lipschitz-stetig, falls X durch offene Mengen X’
tiberdeckt werden kann, so dass die Einschrankung f|X’ Lipschitz-stetig ist.

Fakt: (a) Alle Grundrechenarten definieren lokal Lipschitz-stetige Funktionen.
(b) Jede differenzierbare Funktion mit stetiger Ableitung ist lokal Lipschitz-stetig.
(c¢) Jede Komposition lokal Lipschitz-stetiger Funktionen ist lokal Lipschitz-stetig.

(d) Eine vektorwertige Funktion ist lokal Lipschitz-stetig genau dann, wenn ihre Kom-
ponentenfunktionen es sind.

Beispiel: Die Funktion R — R, z — |z| ist global Lipschitz-stetig.
Beispiel: Die Funktion R — R, o — 22 ist lokal, aber nicht global Lipschitz-stetig.

Satz: Sei U C R"™! eine offene Teilmenge und F': U — R eine lokal Lipschitz-stetige
Funktion, und sei (zo, ¥, ¥, - - - ,y(()"_l)) € U ein Anfangswert.
(a) Das zugehorige Anfangwertproblem besitzt eine auf einem offenen Intervall |z, o[
mit x¢ € |z1, xa] definierte Losung.

(b) Je zwei auf solchen Intervallen |zy, xo[ bzw. |2), 2| definierte Losungen stimmen auf
dem Durchschnitt der Intervalle iiberein.

(c) Es existiert eine eindeutige mazimale Lisung, das heisst, eine mit maximalem Defini-
tionsintervall |z, z5].

(d) Der Graph der maximalen Losung verldsst jede kompakte Teilmenge K C U, das
heisst, es existiert ein kompaktes Teilintervall [z, x}] C |x1, 23], so dass gilt

Va € loy, x| N[z, 2] (z,y(2),y (), ... ,y("_l)(:c)) Z K.

Bemerkung: Die Aussage (d) bedeutet anschaulich, dass der Graph der maximalen Losung
in beide Richtungen entweder auf den Rand von U hin oder ins Unendliche weg lauft.

Anwendung: Nehmen wir an, wir haben gewisse Losungen gefunden, sei es durch Ra-
ten oder mit einer der im folgenden besprochenen Lésungsmethoden oder sonst irgendwie.
Wenn dann die Graphen dieser Losungen die gesamte Menge U iiberdecken und die Bedin-
gungen des Satzes erfiillt sind, so bilden diese Losungen aufgrund der Eindeutigkeit schon
alle Losungen.
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8.2 Existenz und Eindeutigkeit

Die resultierende Formel fiir die allgemeine Lésung der Differentialgleichung héngt
dann in der Regel von n noch zu bestimmenden Konstanten ab. Diese findet man durch
Einsetzen der Formel in die gegebenen Nebenbedingungen und Losen des resultierenden
Gleichungssystems.

Fiir einfache Differentialgleichungen kann man oft gewisse Losungen erraten.

Beispiel: Das Richtungsfeld der auf U := (R”%)? definierten Differentialgleichung vy’ =
Y zeigt in jedem Punkt geradeaus vom Ursprung weg. Als Losungskurven konnen wir
somit die Geraden y = ax erraten fiir alle a > 0. Da die Funktionen x — az tatséchlich
die Differentialgleichung erfiillen und ihre Graphen ganz U iiberdecken, und die Funktion

(z,y) = 2 lokal Lipschitz-stetig ist, sind dies alle Losungen.

Konstruktion: Das zu einem Richtungsfeld (z,y) — F(x,y) orthogonale Richtungsfeld
ist gegeben durch (z,y) — —ﬁ iberall wo F(z,y) # 0 ist. Dessen Losungskurven
heissen Orthogonaltrajektorien zu den Losungskurven des urspriinglichen Richtungsfelds.

Beispiel: Das zu dem vorigen Beispiel orthogonale Richtungsfeld ist gegeben durch die Dif-
ferentialgleichung 3’ = —%. Als Losungskurven erraten wir die Viertelkreise y = /12 — x2
fiir alle > 0. Aus denselben Griinden wie vorher sind dies alle Losungen.

Beispiel: Betrachte die auf U := R? definierte Differentialgleichung Z—z = y2. Um Losungen
zu erraten, nehmen wir an, dass eine irgendwo definierte lokale Losung = +— y(z) eine
invertierbare Funktion mit y(z) # 0 ist. Die Umkehrfunktion y — z(y) erfillt dann die
Differentialgleichung 3—; = y—12 = y~2. Nach dem Hauptsatz sind deren Losungen gleich
[y 2dy = ¢ —y! fiir alle Konstanten c. Auflésen der Gleichung = ¢ — y~* nach y
liefert y = ﬁ Durch Nachrechnen verifizieren wir, dass die Funktionen z +— ﬁ fiir
x # ¢ tatséchlich Losungen der urspriinglichen Differentialgleichung sind. Konkret geht
durch jeden Punkt (zg,yo) mit yo # 0 die Losungskurve y = % Schliesslich hat
das Anfangswertproblem im Fall yo = 0 die triviale Losung y = 0. Da die Funktion
(z,y) — y? iiberall lokal Lipschitz-stetig ist, sind damit alle Losungen gefunden. Das

maximale Existenzintervall der Losung durch (zg, yo) ist
]—oo,:z:o+y—lo[ fir yo > 0,
] —o0,00[  fiir yo =0,
|zo + y—lo,oo[ fiir yo < 0.
Beispiel: Betrachte die auf U := R? definierte Differentialgleichung % = 3|y|*/3. Mit
derselben Methode wie im vorigen Beispiel errit man die Losungen y = (z — ¢)® und

y = 0. Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz garantiert die lokale Eindeutigkeit der Losung
aber nur fiir y # 0, weil die Funktion (z,y) ~ 3|y|*® nur dort lokal Lipschitz-stetig ist.
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8.3 Potenzreihenlésungen

Tatséchlich ist fiir beliebige ¢; < ¢ einschliesslich ¢; = —oo und/oder ¢; = oo die Funktion

(x —cp)? fiir z < ey,
R—>R, z+— 0 fiir c; < x < ¢,

(r — )3 fiir > ¢y,

eine Losung. Fiir jeden Anfangswert (xg,yo) hat das Anfangswertproblem also eine auf
ganz R definierte Losung, aber im allgemeinen keine eindeutige.

8.3 Potenzreihenlésungen

Sind die in einer Differentialgleichung vorkommenden Funktionen in Potenzreihen ent-
wickelbar, so kann man hoffen, dass auch die Losungen in Potenzreihen entwickelbar sind.
Solche Losungen kann man manchmal finden durch Ansatz und Koeffizientenvergleich.

Beispiel: Gewisse partielle Differentialgleichungen kann man zuriickfithren auf eine soge-
nannte Besselsche Differentialgleichung der Form

fFla)+L fla)+(1-%) f(z) =0

fiir eine ganze Zahl n > 0. Wir suchen alle in der Ndhe von = 0 definierten Losungen der
Form f(x) = >, axz® fiir noch zu bestimmende Koeffizienten aj. Mit a_1 1= a_y := 0
wird die Differentialgleichung &quivalent zu ), (ar—2 — ax(n® — k?))z* = 0, nach dem
Potenzreihenidentitétssatz also zu

ap—o = ap(n* —k?) fiir alle k > 0.
Die einzigen Losungen dieser Rekursionsformel sind gegeben durch

(D'l
W2 = G0 (n 1 oy

fiir alle £ > 0 und allen iibrigen a; = 0. Betrachte also die Potenzreihe

R
Jo(z) = ZL%"W.

S A0 (n+ 0)]

Da deren Koeffizienten schneller gegen Null gehen als die Koeffizienten der Exponential-
funktion, hat diese Potenzreihe den Konvergenzradius co. Somit ist sie tatséchlich eine
Losung der Differentialgleichung, und die allgemeine Potenzreihenlosung hat die Gestalt
f(z) = c¢- Jy(z) fiir eine beliebige Konstante c¢. Die Funktion .J,, heisst die n-te Besselfunk-
tion erster Gattung. (Vorsicht: Die Differentialgleichung besitzt noch weitere Losungen, die
sich nicht als Potenzreihen in z darstellen lassen.)
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8.4 Separierbare Differentialgleichungen

8.4 Separierbare Differentialgleichungen

Definition: Eine separierbare Differentialgleichung ist eine der Form

Diese hat einerseits die konstanten Losungen y = yo fiir alle yo mit g(yo) = 0. Andererseits
gilt fiir eine nichtkonstante Losung zumindest teilweise ¢’ # 0 und somit g(y) # 0. Dort
kénnen wir die Variablen separieren durch die formale Umformung

dy _ x) - ﬂ: x)dx ﬂ: x)dx
R L e L

Fiir jede Stammfunktion F'(z) von f(x), und jede invertierbare Stammfunktion H(y) von
ﬁ und jede Konstante c ist also # — H~Y(F(x) + ¢), wo definiert, eine Losung. Das
maximale Definitionsintervall findet man in der Regel am besten am Ende anhand der

gefundenen Losungsformel.

Yy T

Beispiel: Die Beispiele y’ = £ und y' = —% und y' = y? und y' = 3|y|*? aus Abschnitt
sind alle separierbar und lassen sich mit dieser Methode systematisch 16sen.

Beispiel: Die Differentialgleichung 3’ = 1 + y? ist separierbar. Da die rechte Seite iiberall
# 0 ist, ist jede Losung lokal invertierbar. Wir finden sie durch die Rechnung

d
arctany = /ﬁyz = /da? = x+4+c < y=tan(zr+c)
)

fiir eine Konstante c. Ihr maximales Definitionsintervall ist }c —5,ct 3 [

1-y

Beispiel: Die fiir |z|, |y| < 1 definierte Differentialgleichung v’ =
Sie hat keine konstanten Losungen. Thre nichtkonstanten Losungen berechnen sich durch

arcsiny = = arcsinz +c¢
Y /\/ /\/1—x2
— y = sin(arcsinz +¢) = x-cosctV1—22-sinc = axr +bvV1— 22

fiir gewisse Konstanten a, b € R mit a® +b? = 1. Riickeinsetzen in die Differentialgleichung

liefert die Zusatzbedingung ' = a — \/lbf? > 0. Das maximale Definitionsintervall ist hier
stets |—1,1].

Variante: Manchmal kann man eine Differentialgleichung durch Substitution separierbar

machen. Speziell wird eine Differentialgleichung der Form y' = f(£) durch die Substitution
u = ¥ dquivalent zu

/

/ (g)/ _ Yy y (u

~—

u =

U
[ z T

13



8.5 Lineare Differentialgleichungen

Beispiel: Die Differentialgleichung j—g = SVT Ay Vfwz fiir x # 0 wird durch die Substitution

u = ¥ Hquivalent zu
xr

d V14 u? d
du_ VIEW <= arsinhu = / Y log |z| + ¢
dx T 1+ u? T
—1
<= u = sinh(logpx) = ZL
2px
2.2
—1
2p
fiir eine Konstante p = £e® # 0.
Beispiel: Die Differentialgleichung 5% & _ ”qy wird durch die Substitution u = £ dquivalent
zu
du 1+u? 1 1 qg—u dx
— = = = -arctanu — — - log(1 + u? :/ du = [ —
dx g—u T ¢ar 9 g(l+7) 1+ u? ¢ x
22 + y?

y 1
<= ¢-arctan= — = -log = log|z| +¢
x 2 x?

— q-arctamg = c+log\/22% + 92
s

Diese Gleichung kann man zwar nicht elementar nach y auflésen, gibt aber die Losungen
als implizite Funktionen an. In Polarkoordinaten (x,y) = (7 cos ¢, rsin ) wird sie zu

qp = c+logr <— r = rg-el®

fiir eine Konstante ry > 0. Die Losungskurven sind also logarithmische Spiralen.

8.5 Lineare Differentialgleichungen

Definition: Ein linearer Differentialoperator L der Ordnung n auf einem Intervall [ ist
ein Ausdruck der Form

L = ap(a) L& +ai(2) L5+ apa(2) L+ a,()

fiir gegebene Funktionen ay, . .., a, auf I. Der Operator ordnet jeder n-mal differenzierba-
ren Funktion y auf I die folgende Funktion auf I zu:

x— Ly(z) == ap(z) - y(")(x) +aq(z) - y("_l)(a?) + ...t au(x) - y(x).

Definition: Eine lineare Differentialgleichung ist eine der Form



8.5 Lineare Differentialgleichungen

Ist b(x) identisch Null, so heisst die Differentialgleichung homogen, andernfalls inhomogen.

Fakt: Fiir je zwei auf I definierte Losungen y; und y, der homogenen Gleichung Ly = 0
und je zwei Konstanten A; und A ist auch A;y; + Asys eine Losung von Ly = 0. Die
auf I definierten Losungen der homogenen Gleichung bilden also einen Vektorraum. Die
Elemente einer gewéhlten Basis dieses Vektorraums heissen Fundamentallosungen. Die all-
gemeine Liosung ist dann eine Linearkombination der Fundamentallésungen mit noch zu
bestimmenden konstanten Koeffizienten.

Fakt: Fiir jede auf I definierte Losung y, der inhomogenen Gleichung Ly = b und jede auf
I definierte n-mal differenzierbare Funktion yj, ist y, 4+ y;, eine Losung von Ly = b genau
dann, wenn y, eine Losung der zugehorigen homogenen Gleichung Ly = 0 ist.

Folge: Die allgemeine Lésung einer inhomogenen linearen Differentialgleichung Ly = b
findet man, indem man die allgemeine Losung y, der zugehdrigen homogenen Gleichung
Ly = 0 zu einer beliebig gewéhlten partikuldren Ldsung y, der inhomogenen Gleichung
addiert.

Fakt: Ist y; eine partikuldre Losung der Differentialgleichung Ly = b; fiir jedes j, so ist
Y1 + ... + vy, eine partikuldre Losung der Differentialgleichung Ly = by + ... + b,.

Satz: Sei ag(z) identisch gleich 1, und seien die Funktionen ay, ..., a,, b stetig. Dann gilt:

(a) Fiir jeden Anfangswert besitzt Ly = b eine eindeutige auf ganz I definierte Losung.

(b) Die auf I definierten Losungen von Ly = 0 bilden einen Vektorraum der Dimension n.

Spezialfall: Betrachte eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung der Form

Y =p(x)-y+q(z).

Die zugehorige homogene Gleichung 3’ = Z—z = p(x) - y ist separierbar. Eine Losung findet
man durch die Rechnung

%: p(z) dz — logy :/% = /p(x) dx — Yy = efp(x) dz.
Da diese Losung iiberall definiert und # 0 ist, ist sie nach dem obigen Satz Basis des
eindimensionalen Losungsraums, also eine Fundamentallosung. Die allgemeine Lésung der
homogenen Gleichung ist somit y(z) = X - e’@ fiir eine fest gewihlte Stammfunktion
P(z) = [p(z)dz und eine noch zu bestimmende Konstante .

Eine Losung der inhomogenen Gleichung findet man durch Variation der Konstanten,
das heisst, durch den Ansatz y(x) = A\(z) - e£@ fiir eine noch zu bestimmende Funktion
x +— A(z). Nach Einsetzen und Ausrechnen wird die inhomogene Gleichung dquivalent zu
N(z) = q(z) - e P@. Integrieren und Riickeinsetzen liefert dann die Losung

y(z) = @ /q(x) e @ dg.
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8.6 Konstante Koeffizienten

Fiir jede Wahl der Stammfunktion [q(x)e " @) dz ist dies eine partikulire Losung der
inhomogenen Gleichung. Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung ist somit

ylx) = ep(x)-/q(x)e_P(x)d:E + AP

fiir eine noch zu bestimmende Konstante \.

Beispiel: Die auf R definierte lineare Differentialgleichung i/ = 2® — zy hat die zugehorige
homogene Differentialgleichung y' = —xy mit der Losung e/ 0 d — ¢=2%/24c Algo ist
e~*/2 eine Fundamentallssung der homogenen Gleichung. Die inhomogene Gleichung hat
daher die Losung y(z) = e=*"/2 - [2%¢**/? dx. Mittels partieller Integration berechnet man
[2% e /2 dx = (2® — 2) - €”*/? + ¢ und erhilt somit die partikulire Losung y(z) = 22 — 2.
Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung hat also die Form

y(x) = a? =24+ X7/
fiir eine noch zu bestimmende Konstante .

Beispiel: Die fiir # > 0 definierte lineare Differentialgleichung y' 4 £ = \/x hat die zuge-

horige homogene Differentialgleichung y'+ £ = 0 mit der Lésung el =¢ - €.

Also ist L eine Fundamentallssung der homogenen Gleichung. Die inhomogene Glelchung
hat daher die allgemeine Loésung

1 1 5
o) = 3 [VEade = D [PRde = L (G0 = fa e

fiir eine noch zu bestimmende Konstante c.

—logz+c l

8.6 Konstante Koeffizienten

Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten 16st man durch expliziten An-
satz und Koeffizientenvergleich. Der Einfachheit halber betrachten wir gleich auch kom-
plexe Koeffizienten und komplexwertige Losungen. Gegeben sei also ein linearer Differen-
tialoperator der Ordnung n mit konstanten reellen oder komplexen Koeffizienten

L = dmn _'_ ay - d[i’il 11 +...tap1- % + ay,.
Definition: Das zugehorige Polynom
frA) = XN +a - Nt an - A tay

heisst das charakteristische Polynom von L. Seine Nullstellen in C heissen die Eigenwerte
von L.

Fakt: Fiir jedes A € C gilt Le = f;(\) e*®. Insbesondere gilt Le*® = 0 genau dann, wenn
A ein Eigenwert von L ist.

Lemma: Sei A € C und m seine Multiplizitét als Eigenwert von L, beziehungsweise m := 0
falls \ kein Eigenwert von L ist. Sei weiter k € Z7°. Dann gilt:
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8.6 Konstante Koeffizienten

(a) (£ —N)(z*e) = (A = N)zher + kzb~1e? fiir alle X € C.
(b) L(xFe*) =0 falls k < m ist.

Ax

(c) L(z*e*®) = (cx®* ™ + niedrigere Terme in z) - e’ fiir eine Konstante ¢ # 0, falls

k > m ist.

Lemma: Die Funktionen R — C, z — zFe* fiir alle A € C und k € Z?° sind C-linear
unabhéngig.

Satz: Sind Ay, ..., A, die paarweise verschiedenen Eigenwerte von L mit den entsprechen-
den Multiplizitdaten mq, ..., m,, so bilden die Funktionen

R — C, x> zFeM®

fir alle 1 < j <7 und 0 < k < m; ein System von Fundamentallosungen der homogenen
Differentialgleichung Ly = 0.

Variante: Hat L reelle Koeffizienten, so hat jedes Paar komplex konjugierter nicht-reeller
Eigenwerte p; £ 1v; dieselbe Multiplizitét m;. Die entsprechenden Fundamentallosungen

aheliTv)T — gk eli®(cog v+ isinv;x)

fiir 0 < k < m; kann man somit per Basiswechsel ersetzen durch die Losungen

k

zFeti® cosvjr und  a”

et sinv;x.
Die resultierenden Losungen bilden ein System von reellwertigen Fundamentallésungen.

Beispiel: Die Differentialgleichung ¢’ + 3y = 0 hat das charakteristische Polynom A\ + 3
und somit den einzigen Eigenwert A = —3 der Multiplizitdt 1. Die allgemeine Losung ist
also a - e=* fiir eine Konstante a.

Beispiel: Die Differentialgleichung y” — 6y’ + 8y = 0 hat das charakteristische Polynom
A —6A+8=(A—2)(A+4) und somit die beiden Eigenwerte 2 und 4 der Multiplizitit 1.
Die allgemeine Losung ist also a - €** + b - *® fiir Konstanten a, b.

Beispiel: Die Differentialgleichung 4 + w?y = 0 beschreibt einen ungedimpften harmoni-
schen Oszillator mit der Resonanzfrequenz w > 0. Sie hat das charakteristische Polynom
A+ w? = (A —iw)(\ +iw) und somit die beiden Eigenwerte +iw der Multiplizitit 1. Die
allgemeine reelle Losung ist also a - coswt + b - sinwt fiir Konstanten a, b.

Beispiel: Die Differentialgleichung §j + 2y + w?y = 0 beschreibt einen geddmpften har-
monischen Oszillator mit der Abklingkonstante v > 0. Ihr charakteristisches Polynom ist
A2 4 29\ + w2

Bei schwacher Dampfung v < w hat sie die komplex konjugierten Eigenwerte —v + iw’
der Multiplizitit 1 fiir w’ := \/w? — +2, und somit die allgemeine Losung a - e~ cos w't +
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8.6 Konstante Koeffizienten

b-e sinw't fiir Konstanten a, b. Diese beschreibt eine abklingende Schwingung der Fre-
quenz w'.

Bei starker Dampfung v > w hat sie zwei verschiedene reelle Eigenwerte —vy £ 0 der
Multiplizitéit 1 fiir § := /72 — w2, und somit die allgemeine Losung a-e~ (=9t 4 p. e~ (1+9)t
fiir Konstanten a, b. Die periodische Komponente der Schwingung ist dann verschwunden.

Im Grenzfall v = w hat sie den reellen Eigenwert —v der Multiplizitdt 2, und somit die
allgemeine Losung a - e + b - te™ " fiir Konstanten a, b.

Beispiel: Die Differentialgleichung 3” —y = 0 hat das charakteristische Polynom \2 —1 =
(A—1)(A+1) und somit die beiden Eigenwerte +1 der Multiplizitét 1. Die allgemeine Losung
ist also y(z) = a-e” 4+ b-e* fir Konstanten a,b. Die Randbedingungen u(0) = y(1) =1
sind dann dquivalent zu a+b = a-e+b-e~! = 1. Auflosen dieses linearen Gleichungssystems

liefert die einzige Losung mit Randbedingungen y(z) = %

Beispiel: Die Differentialgleichung y® + 2y” — 8y’ + 5y = 0 hat das charakteristische
Polynom A +2X% — 8\ +5 = (A — 1)%(A\? + 2\ + 5) und somit den reellen Eigenwert 1 der
Multiplizitéat 2 und die beiden komplex konjugierten Eigenwerte —142¢ der Multiplizitét 1.
Die allgemeine reelle Losung ist also

y(r) = a-e*+b-xe"+c-e Tcos2x +d-e sin2x

fiir Konstanten a, b, ¢, d. Wir fordern die zusétzlichen Nebenbedingungen lim, ., y(x) =0
und y(0) = 1 sowie 3/(0) = 3. Die erste davon ist dquivalent zu a = b = 0, und in diesem
Fall sind die anderen beiden dquivalent zu ¢ = 1 und d = 2. Die einzige Losung mit den
genannten Nebenbedingungen ist also

y(r) = e “cos2x+2-e “sin2r.
Nun betrachten wir den inhomogenen Fall.

Fakt: Ist A € C kein Eigenwert von L, so besitzt die inhomogene Differentialgleichung

Ly(z) = * die partikulire Losung f%(/\) e,

T

Beispiel: Bestimme alle Losungen der Differentialgleichung y* + 2y” — 8y’ + 5y = €2,
welche fiir z — oo beschriinkt bleiben. Ldsung: Wegen fr(\) = A + 2)\2 — 8\ + 5 ist
fo(=1) = 16 # 0. Somit ist %e‘x eine partikuldre Losung. Die allgemeine Losung der
inhomogenen Gleichung ist also

y(@) = ;s-e"+a-e"+b-ze"+c-eTcos2x+d- e "sin2x

fiir Konstanten a, b, ¢,d. Die Nebenbedingung lim, ., y(z) = 0 ist wieder dquivalent zu
a=0b=0.

Satz: Sei A € C und m seine Multiplizitiat als Eigenwert von L, bezichungsweise m := 0
falls A kein Eigenwert von L ist. Sei weiter P(x) ein Polynom vom Grad k. Dann besitzt
die inhomogene Differentialgleichung



8.7 Systeme von Differentialgleichungen

eine partikuldre Losung der Form

fiir ein Polynom Q(z) vom Grad k + m.

Variante: Seien die Koeffizienten von L reell. Seien p, v € R, und sei m die gemeinsame
Multiplizitat von pu + iv als Eigenwerte von L, beziehungsweise m = 0 falls p + v keine
Eigenwerte von L sind. Seien weiter P(x) und Q(z) Polynome vom Grad < k. Dann besitzt
die inhomogene Differentialgleichung

Ly(z) = P(z)e" cosvr + Q(x) e sinve
eine partikuldre Losung der Form
y(x) = R(z)e"® cosve + S(x) el sinve
fiir Polynome R(x) und S(x) vom Grad < k + m.

Beispiel: Die Differentialgleichung 3 +% = xe® hat das charakteristische Polynom A\® + 1.
Da 1 keine Nullstelle davon ist, existiert eine partikulire Losung der Form y(z) = (ax + b)e”
fiir zu bestimmende Konstanten a, b. Einsetzen und Koeffizientenvergleich liefert die par-
tikuldre Losung y(z) = (£ — 2)e”.

Beispiel: Die Differentialgleichung y® 4+ y = ze=® hat das charakteristische Polynom
A5+ 1 mit der einfachen Nullstelle —1. Also existiert eine partikulire Losung der Form
y(z) = (ax?®+bx+c)e™® fiir zu bestimmende Konstanten a, b, c. Da e~ bereits eine Losung
der zugehorigen homogenen Gleichung ist, kénnen wir dabei schon a priori ¢ = 0 setzen.
Einsetzen und Koeffizientenvergleich liefert nun die partikulire Losung y(x) = (f—;—i—%)eﬁ.
Beispiel: Fiir w, A > 0 beschreibt die Differentialgleichung i + w?y = cos M einen pe-
riodisch angeregten ungeddmpften harmonischen Oszillator. Ist die Anregungsfrequenz A
verschieden von der Resonanzfrequenz w, so besitzt die Gleichung die partikulidre Losung
:giﬁg. Man beachte, dass deren Amplitude wQ—L\Z umso grosser ist, je ndher die Anregungs-
frequenz bei der Resonanzfrequenz liegt. Im Grenzfall A = w besitzt die Gleichung die

partikulére Losung S22 mit linear wachsender Amplitude 5-.

8.7 Systeme von Differentialgleichungen

Definition: Ein System von Gleichungen der Form

n n—1 n—1
y§) = Fl(xuylvvymvyivuy;muy§ )77y7(n ))
n n—1 n—1
u = Fl Y Y Y Yy Y
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8.7 Systeme von Differentialgleichungen

heisst ein System von m gekoppelten gewdhnlichen Differentialgleichungen der Ordnung n.

Gelegentlich ist es giinstig, ein solches System in Termen von Vektoren zu schreiben. Sei
zum Beispiel U C R x R™ und F' = (Fy,...,F,) eine Funktion U — R™. Mit ¢ =

(Y1, - -+, Ym) ist dann
dy =
- _F —
0, = F@)

ein System von m gekoppelten gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung.

Spezialfall: Via C = R? ist eine komplexe Differentialgleichung nichts anderes als ein
System zweier gekoppelter reeller Differentialgleichungen.

Satz: Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz aus Abschnitt [8.2gilt entsprechend fiir Systeme
von Differentialgleichungen.

Viele Probleme aus der Physik fithren auf Systeme gekoppelter Differentialgleichungen,
die sich nur unter giinstigen Umsténden oder vereinfachenden Annahmen auf einzelne
Differentialgleichungen reduzieren lassen. Die Methoden dafiir h&éngen von der Situation ab.

Beispiel: Freier Fall eines Korpers in einem homogenen Schwerefeld.

Spezialfall: Sei A eine m x m-Matrix mit reellen oder komplexen Koeffizienten, und
betrachte die homogene lineare gewthnliche Differentialgleichungen erster Ordnung
dy
i
fiir eine als Spaltenvektor geschriebene vektorwertige Funktion = +— ¢ (x). Wie in Abschnitt
ist jede Losung eine Linearkombination von Funktionen der Gestalt x*e?*. Speziell gilt:

—

Fakt: Sei A € C, und sei © ein von Null verschiedener Vektor. Dann ist y(z) := e’ @ eine

Losung genau dann, wenn v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert X ist.

Folge: Ist A diagonalisierbar mit einer Basis aus Eigenvektoren vy, ..., 7, zu den Eigen-
werten Aq, ..., A\, so hat die allgemeine Losung die Gestalt

AmT =

y(x) = a1V F ...+ ane’T vy,

fiir beliebige Konstanten aq, ..., a,,.

Beispiel: Bestimme die Losung des Anfangswertproblems

{yi =—y1+3y2} . {yl(o) 25}
, mit
Yy = 21 — 2y y2(0) = 0

-1
2

(_1) zum Eigenwert —4. Die Losung ist daher

1
z (3 4z (-1
(1) = ae”- (5) +be™™ - (7))
fiir noch zu bestimmende Konstanten a, b. Einsetzen der Anfangsbedingung fiihrt auf ein
inhomogenes lineares Gleichungssystem mit der eindeutigen Losung a =1 und b = —2.

Lésung: Die Matrix ( _g) hat den Eigenvektor (g) zum Eigenwert 1 und den Eigenvektor
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8.8 Anwendung: Mehrkorperproblem

Betrachte Punktmassen m., ..., m, > 0 an paarweise verschiedenen Stellen 21, ..., z, € R3.
Zwischen ihnen wirke das Newtonsche Gmmtatwnsgesetz das heisst, fiir alle ¢ # j bt
die Masse j auf die Masse ¢ eine Kraft mit Betrag | m‘Q und Richtung z; — z; aus. Der

entsprechende Kraftvektor ist also Gm;m; - B %% Andererseits sei der Ort z; eine zweimal

—z;[3"
differenzierbare Funktion der Zeit ¢. Dann ist Z; die Beschleunigung der Masse ¢ und somit

m; - Z; die auf sie wirkende Totalkraft. Fiir jedes ¢ gilt also die Gleichung
— %
Z Gmm; - — 2 |3

Dies ist ein System von 3r gekoppelten nichtlinearen gewo6hnlichen Differentialgleichungen
zweiter Ordnung. Solange keine Massen kollidieren, ist die rechte Seite definiert und als
rationale Funktion lokal Lipschitz-stetig. Fiir jeden Anfangswert, bestehend aus Orten z;(0)
und Geschwindigkeiten Z;(0), existiert also eine eindeutig bestimmte maximale Losung.

Das allgemeine Mehrkorperproblem ist die Frage, wie sich das System langfristig ent-
wickelt: Wie lange existiert die Losung? Gibt es eine Kollision? Fliegt eine der Mas-
sen ins Unendliche weg? Welche periodischen Losungen gibt es? Ist das System stabil,
das heisst, bleibt sein langfristiges Verhalten unter kleinen Anderungen der Anfangswer-
te qualitativ gleich? Diese Fragen sind fiir » > 3 im allgemeinen noch ungelost. Es gibt
aber zum Teil faszinierende Einzelresultate; zum Beispiel die Choreographien von Simo:
http://www.scholarpedia.org/article/N-body_choreographies.

Will man die Umlaufbahn eines Planeten um die Sonne beschreiben, so erhélt man
schon eine gute Ndherung, wenn man die Einfliisse der Planeten untereinander ignoriert,
sich also auf den Fall r = 2 beschréinkt. Dieser Spezialfall heisst auch das Zweikdorperproblem
oder Kepler-Problem, weil es urspriinglich von Kepler beantwortet wurde.

Sei also jetzt r = 2. Dann haben wir ein System von 6 gekoppelten Differentialgleichun-
gen der Ordnung 2. Der Anfangswert héngt also von insgesamt 12 Parametern ab. Zuerst
reduzieren wir in mehreren Schritten die Parameterzahl.

Schritt 1: Sei zjy := M2 der Schwerpunkt des Gesamtsystems. Dann ist 235 = 0.
1+m2

Diese Differentialgleichung hat die elndeutlge Losung z12(t) = 212(0) + 212(0) - t. Mit
z = % (21 — 2z9) gilt dann z; = z19 + m_1 und 29 = 219 — m%, und z erfiillt die

Differentialgleichung mit nur noch 6 Parametern

. Gmim3 2
=m0
(ma +my)? |2

Physikalisch gesehen haben wir dabei eine Koordinatentransformation von Inertialsystemen
durchgefiihrt.
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8.8 Anwendung: Mehrkorperproblem

Schritt 2: Zur Vereinfachung der Rechnung wéhlen wir die physikalischen Einheiten so,
dass der Vorfaktor gleich 1 ist. Dann haben wir die vektorwertige Differentialgleichung

z

Schritt 3: Sei U der von z(0) und 2(0) aufgespannte Untervektorraum von R3. Wegen
2(0) # 0 ist seine Dimension gleich 1 oder 2. Nach einer geeigneten Drehung kénnen wir

also oBdA annehmen, dass U einer der beiden Unterrdume (Eg oder (% von R3 ist.
Dann koénnen wir dasselbe Anfangswertproblem innerhalb U betrachten, wo es ebenfalls

eine Losung besitzt. Diese ist aber auch eine Losung des Anfangswertproblems in R?, und
aus deren Eindeutigkeit folgt nun, dass die gesuchte Losung z fiir alle Zeiten in U bleibt.

Schritt 4: Im Fall dimU = 1 reduziert sich das Problem auf die Differentialgleichung
T = —x—12 fiir eine reelle Funktion x > 0. Dies ist die Situation des freien Falls, die wir
hier beiseite lassen.

Schritt 5: Im Fall dim U = 2 kénnen wir R? durch R? ersetzen. Sodann identifizieren wir
R? mit C und transformieren die Gleichung in Polarkoordinaten. Mit z = re® fiir reelle r
und ¢ iibersetzt sich die Gleichung in das Gleichungssystem

{ P —rg? :-7g}
2Wo+ry = 0 )
Schritt 6: An diesem kénnen wir ablesen, dass das Winkelmoment u := r*¢ die Gleichung
[ = 0 erfiillt, also konstant ist. Zur Zeit ¢ = 0 ist es ausserdem ungleich Null, weil z(0) und

2(0) linear unabhéngig sind. Nach einer etwaigen Spiegelung konnen wir oBdA annehmen,
dass p > 0 ist.

Schritt 7: Auch die Gesamtenergie des Systems, bestehend aus kinetischer und potentieller
Energie, also die Funktion

o= Lo = 402 i) - !

erfiillt die Gleichung E = 0 und ist somit konstant.
Schritt 8: Mit diesen beiden Erhaltungsgrossen reduziert sich das Gleichungssystem auf

¢ = 5z
P2 = 2B+2-1 )

r2

Schritt 9: Hier ist die zweite Gleichung unabhéngig von ¢. Im Prinzip haben wir das Pro-
blem damit auf eine Kaskade zweier gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung
reduziert. Diese besitzen aber keine elementare Losung.
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Wir verzichten daher darauf, den Ort z als Funktion der Zeit ¢ zu beschreiben, und
suchen nur nach dem Verlauf der Bahn. Da wir eine Rundlaufbewegung erwarten, driicken
wir 7 als Funktion des Winkels ¢ aus. Unter Anwendung der Kettenregel folgt

() = - E+i-5)

dp T r2

Schritt 10: Durch die Variablentransformation u = % iibersetzt sich diese Gleichung zu

(1) = (CF+h)—(u—3k)"

Diese Gleichung erfordert, dass der Wert der ersten Klammer auf der rechten Seite > 0 ist.
Schreiben wir also i—}f + % = H? fiir eine Konstante H > 0.

Schritt 11: Im Fall H = 0 muss iiberall u = ﬁ, also r = p? sein. Dann ist die Bewegung
kreisformig.

Schritt 12: Im Fall H > 0 reduziert die abermalige Variablentransformation u = Hv + “%
die Differentialgleichung auf
() = 1=
dy :
Schritt 13: Diese ist separierbar und hat die allgemeine Losung v = sin(p — ¢g) fiir eine
Konstante ¢(. Nach einer Drehung um den Winkel g kénnen wir oBdA ¢y = 0 annehmen.

Riickeinsetzen liefert dann die Losung

2

ro= 1+Hpu?singp*

Dieselbe Formel beschreibt auch die Losung im Fall H = 0 aus Schritt 11.

Schritt 14: Schliesslich iibersetzen wir die letzte Gleichung in eine fiir z und y mit x+iy =
re’¥ und erhalten
2? = 2Ep%y® — 2H 'ty + pt.

Die dadurch beschriebene Kurve ist

eine Ellipse im Fall £ < 0,
eine Parabel im Fall £ = 0,
eine Hyperbel im Fall £ > 0.

Im ersten Fall ist die Bahn also periodisch, in den anderen beiden Féllen fliegen die Massen
ins Unendliche weg.
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9 Differentialrechnung mehrerer Variablen

9.1 Erste Ableitung

Betrachte eine reellwertige Funktion von n Variablen xq, ..., z,, das heisst, eine Funktion
f: X — R fiir eine Teilmenge X C R". Wie im Fall einer Variablen ist die Funktion
differenzierbar in einem Punkt von X, wenn sie in dessen Néihe durch eine lineare Funktion
approximierbar ist:

Definition: Die Funktion f heisst (total) differenzierbar in & = (&,...,&,) € X, falls

reelle Zahlen aq, ..., a, existieren, so dass gilt
flay,an) =[G 6) tar(m = &)+ 4 (20 — &) + 0|z =€)
fir x = (x1,...,2,) = £ in X. Die Zahlen q; sind dann eindeutig bestimmt. Der Vektor

(grad f)(§) = Vf(§) = (a1,...,an)

heisst der Gradient von f oder , Nabla f* oder einfach die erste Ableitung von f im Punkt .
Die Funktion f heisst (total) differenzierbar, falls sie in jedem Punkt von X differenzierbar
ist.

Geometrische Interpretation: Ist f differenzierbar in £ = (&1,...,&,), so ist

y = fO+ar(z—&)+.. a2, — &)
die Gleichung der Tangentialhyperebene an graph(f) im Punkt (&y,...,&,, f(€)) € R

Damit f differenzierbar in £ ist, muss die lineare Approximation gelten, egal wie der Punkt
x auf den Punkt £ zu lauft. Wenn wir die Bewegung von x auf eine Gerade durch &
einschrianken, erhalten wir den folgenden Begrift:

Definition: Fiir jeden Einheitsvektor e € R™ ist die Richtungsableitung von f in Richtung e
im Punkt &, falls sie existiert, gleich

Df(&) == (£/(&+te))],_y

Fakt: Ist f total differenzierbar in £, so existiert die Richtungsableitung in jede Richtung e
und ist gegeben durch das Skalarprodukt

D.f(§) = (grad f(£), e).

Geometrische Interpretation: Ist der Gradient ungleich Null, so zeigt er die Richtung
an, in der f am schnellsten wéchst.

Wenn wir die Bewegung von z auf eine Koordinatenrichtung einschrénken, das heisst, wenn
wir alle Variablen ausser einer fest lassen, erhalten wir den folgenden Spezialfall:
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9.1 Erste Ableitung

Definition: Die Funktion f heisst partiell differenzierbar nach x; im Punkt & = (&1,...,&,),
wenn die Funktion

= f(&, G T S, - 6n)

im Punkt §; differenzierbar ist. Die Ableitung im Punkt &; heisst dann die partielle Ablei-
tung von [ nach x; im Punkt £ und wird bezeichnet mit %(f) oder f,,(£). Die partielle
Ableitung ist also die Richtungsableitung

a-(€) = Def(©)
fiir den i-ten Einheitsvektor e = (0,...,0,1,0,...,0).

Fakt: Ist f total differenzierbar in &, so ist f nach jeder Variablen partiell differenzierbar,
und es gilt

Fakt: Ist f total differenzierbar, so ist f stetig.

Beispiel: Die Funktion

RN

" fiir (o)

‘R >R s Y o
/ (@) { 0 fiir (z,y) = (0,0),

besitzt die partiellen Ableitungen %(0, 0) = 3—5(0, 0) = 0, aber keine weiteren Richtungs-
ableitungen und ist auch nicht total differenzierbar und nicht einmal stetig im Ursprung.

Beispiel: Die Funktion

£L i (x,y) # (0,0),

'R* 5 R, (,
g v) { fiir () = (0,0),

besitzt die Richtungsableitung D(cs f(0,0) = ¢%s in jede Richtung (c,s), also insbeson-
dere die partiellen Ableltungen ( ,0) = ag (0,0) = 0, und ist stetig, aber nicht total
differenzierbar im Ursprung.

Beispiel: Die Funktion

2,2

h: R2 — R’ (;(;’y) — {ngf fiir (l’,y) 7& (070)7
0 fir (x,y) = (0,0),

ist total differenzierbar mit V £(0,0) = (0,0).

Definition: Die Funktion f heisst stetig differenzierbar, falls sie iiberall differenzierbar ist
und ihre Ableitungsfunktion V f stetig ist.

Satz: Eine Funktion ist stetig differenzierbar genau dann, wenn sie iiberall partiell diffe-
renzierbar ist und alle ihre partiellen Ableitungen stetig sind.
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9.2 Kettenregel

9.2 Kettenregel

Satz: Seien X C R"” und I C R, und seien f: X — R sowie g = (g1...,9,): I — X
differenzierbar. Dann ist die Komposition f o g: I — R differenzierbar mit der Ableitung

G(fa®) = o) G0 + .+ gh(g(®) - G (D).

Sind f und g sogar stetig differenzierbar, so auch f o g.

Beispiel: Die vier Grundrechenarten sind, wo definiert, stetig differenzierbare Funktionen
von zwei Variablen. Insbesondere gilt:

a: R? 5 R, (z,y) — x +y hat die Ableitung Va(z,y) = (1, 1),

m: R* = R, (x,y) — zy hat die Ableitung Vm(z,y) = (y, z).

Setzt man diese beiden Funktionen in die obige Kettenregel ein, so erhélt man die aus der
Analysis I bekannte Summen- und Produktregel:

d(gitg) =9 442 ynd  L(gigy) = . gy + gy - %2

Folge: Jede aus differenzierbaren Funktionen mittels Grundrechenarten und Komposition
gebildete Funktion ist differenzierbar. Ebenso fiir stetig differenzierbare Funktionen.

Die Kettenregel mag etwas gewohnungsbediirftig sein, da man von dem Fall einer Variablen
her zwar ein Produkt, aber keine Summe erwartet. Es kann helfen, in einigen konkreten
Situationen ihre Giiltigkeit zu iiberpriifen.

Beispiel: Die Funktion f(x,y) := 2 + y? ist differenzierbar mit % = 2z und ?9_5 = 2y.

Nach der Kettenregel hat also die Funktion ¢ — cos? ¢ + sin? ¢ die Ableitung
2cosp - (cosp) +2sing - (sing) = 2cosp- (—sing) + 2sinp - (cosp) = 0.

Das folgt unabhiingig davon schon aus dem Satz von Pythagoras cos? ¢ + sin? ¢ = 1.
9.3 Einfache Anwendungen

Beispiel: Berechne naherungsweise die Zahl « := v/3.03%2 + 3.952. Lésung: Die Funktion

r: (x,y) — /2% + y? ist ausserhalb des Ursprungs differenzierbar mit der Ableitung Vr =

(%,%); die lineare Approximation liefert also den Naherungswert
54+2-(3.03-3)4+%-(3.95-4) = 4.978.

Der wahre Wert ist 4.97829...

Beispiel: Im Punkt P biegt der Bergweg ab; nach Siidosten geht er mit 25% Steigung
bergan, nach Siiden mit 20% Gefélle bergab. Der Wanderer im Nebel mochte iiber die
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9.3 Einfache Anwendungen

Wiese moglichst rasch zum Gipfel. In welche Richtung muss er gehen, und wie steil ist es
dorthin? Lésung: Wir legen ein Koordinatensystem so, dass die x-Achse nach Osten und
die y-Achse nach Norden zeigt, und setzen voraus, dass die Hohenfunktion h differenzierbar
ist. Wir wollen ihren Gradienten in P bestimmen. Nach Voraussetzung hat h die beiden
Richtungsableitungen

Dy

h(P)=025=1 und Do _nh(P)=—02=—

1
1 1 =
\/5’_\/5) 4 5

Durch Losen des entsprechenden linearen Gleichungssystems folgern wir
Vi(P) = (L2 +11)

Die Richtung des Gradienten ist somit

1
arg Vh(P) = arctan£5le ~ 19.86°
4 5
und die Steigung in diese Richtung gleich
VA(P)| = /2 + 12+ (1) ~ 050 = 50%.

Definition: Eine Menge von Punkten (x,y) € R? deren Durchschnitt mit jeder zur y-
Achse parallelen Geraden entweder leer oder ein Intervall ist, heisst y-einfach. Der Begriff
x-einfach ist analog definiert.

Beispiel: Fiir je zwei Funktionen ¢, v : |a, b[— R ist die folgende Menge y-einfach:
X ={(z,y) eR*|a <z <bund p(z) <y < ¢(z)}

Fakt: Ist X C R? y-einfach und hat f: X — R iiberall die partielle Ableitung g—i =0, so
hiangt f(x,y) nicht von y ab, das heisst, es gilt f(z,y) = g(z) fiir eine Funktion g.

Das entsprechende Resultat gilt fiir auf x-einfachen Teilmengen definierte Funktionen f

mit % = 0, und analog in mehr als zwei Variablen.

Vorsicht: Dass die Voraussetzung an X wirklich nétig ist, zeigt die nicht y-einfache Teil-
menge

X = {(z,y) € R*| 2 > 0 oder y # 0}

und die Funktion mit identisch verschwindender partieller Ableitung g—g

0 fir x > 0,

X =R
[ X =R @y = {x2 sgn(y) fir z < 0.
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9.4 Ableiten unter dem Integral

9.4 Ableiten unter dem Integral

Satz: Sei X C Rund f: [a,b] x X = R, (z,t) — f(z,t) eine stetige Funktion mit stetiger
partieller Ableitung %. Dann ist die Funktion

b
O: X - R, t— D(t) ::/ f(x,t)dx
differenzierbar mit der Ableitung

Q'(t) = /b Y (x,t) da.

Damit kann man manche bestimmte Integrale berechnen, auch wenn die zugehorigen un-
bestimmten Integrale nicht elementar darstellbar sind.

Beispiel: Das bestimmte Integral ®(«) := fol f:g_xl dx erfiillt fiir « > 0 die Voraussetzungen
des Satzes. Wir berechnen

1 1
/ o i z¥—1 o ma-logx o Z.aJrl =1 . 1
® (CY) - A aa( log x ) dr = /0 log = dr = a+l lz=0 ~ a+l1°

Daraus folgt

O(a) = /@’(a) da = logla+1) +c¢

fiir eine noch zu bestimmende Konstante c¢. Aber ®(0) = fol 0dx = 0 impliziert ¢ = 0 und
somit

1 o 1
/ i dr = log(a+1)
o logx

fiir alle > 0. Mit ein bisschen mehr Aufwand folgt dasselbe fiir alle o > —1.

Beispiel: Es ist

Beweisskizze: Fiir jedes feste 0 < ¢ < oo betrachte die Hilfsfunktion

sin x

dx.

IR =R, t I(t) = / et
0 T

Zunéchst sei ¢ < oo, so dass die Voraussetzungen des Satzes erfiillt sind. Mittels partieller
Integration berechnet sich dann die Ableitung von I.. zu

142

c —tc
Il(t) = —/e‘m sinxdr = 1e+ i (cosc+tsinc) —
0
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9.5 Hohere Ableitungen

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt daraus
Tt
I.(T)—1.(0) = /0 e (cosc +tsinc) dt — arctan T
fiir alle T > 0. Fiir festes T" und ¢ — oo konvergiert I (T) gegen das uneigentliche Integral

I.(T), und eine Abschétzung durch fo “tedt = 1=¢— zeigt, dass fo -(cos c+tsinc) dt
gegen Null geht. Also gilt

1+t2

Io(T)—1(0) = —arctanT

fiir alle T > 0. Eine Abschéitzung durch ["e " dz = 7 zeigt schliesslich, dass Io(T)
gegen Null geht fiir T" — oo, und daraus folgt

I.(0) = lim arctanT =

T—o00

bl

Beim Ableiten unter dem Integral kann man auch die Intervallgrenzen variieren:

Satz: Sei f eine stetig differenzierbare Funktion von zwei Variablen. Dann ist die Funktion

(a,b,) > B(a, b, ) = /bf(x,t) da

wo definiert, differenzierbar mit den partiellen Ableitungen

5D HP o0 [Pof

S0 —f(a,t) und = f(b,t) und o)

5 —(z,t) dx.

Zusammen mit der Kettenregel impliziert dies:

Satz: Seien f eine stetig differenzierbare Funktion von zwei Varlablen und a und b diffe-
renzierbare Funktionen einer Variablen. Dann ist die Funktion W(¢ f b(t f(z,t)dz, wo
definiert, differenzierbar mit der Ableitung

b(t) 8f

(x,t) dx.
(t) 8t

v'(t) = —f(a(t)’t)-a'(t)+f(b(t)’t)-b'(t)+/

9.5 Ho6here Ableitungen

Wie vorher betrachte eine Funktion f: X — R fiir eine Teilmenge X C R"™.

zwetmal dzﬁerenzzerbar, und die Funktionen f, ., := ajzj;- = ai ( 9%
7 J 7
partiellen Ableitungen von f. Analog definiert man k-mal diﬁerenzzerbar und die k-ten

partiellen Ableitungen von f oder partiellen Ableitungen vom Grad k fiir jedes k > 0.

) helssen die zweiten
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9.6 Taylorentwicklung

Definition: Die Funktion f heisst k-mal stetig differenzierbar oder eine C*-Funktion, wenn
sie k-mal differenzierbar ist und ihre k-ten partiellen Ableitungen stetig sind.

Fakt: Jede (k + 1)-mal differenzierbare Funktion ist k-mal stetig differenzierbar.

Satz: Fiir jede C*-Funktion sind alle partiellen Ableitungen vom Grad < k von der Rei-

henfolge der Ableitungen unabhéngig, das heisst, es gilt 6325; - = 8325:0_ und so weiter.
iOTj J %

Beispiel: Die Funktion
R"~{(0,...,0)} = R, z=(21,...,2,) = r(x) =27+ ...+ 22

hat die ersten und zweiten partiellen Ableitungen

or 0% f —Z32 fiir i # j,
= — und = s o
or, r 07,0z R fiir g = .

9.6 Taylorentwicklung

Durch gleichzeitige Taylorentwicklung beziiglich jeder Variablen erhalten wir die totale
Taylorentwicklung von f. Fiir zwei Variablen gilt zum Beispiel:

Satz: Die Taylorentwicklung vom Grad k einer k-mal stetig differenzierbaren Funktion
f(z,y) im Punkt (§,n) ist

it+j T — &) —n)
atten LT gy,

flz,y) =
4,720
i+i<k

Beispiel: Die Taylorentwicklung vom Grad 3 von e**¥ cos x im Punkt (0,0) ist

e“tVeosr = 1+ (z+y)+ 2my2+y2 + _2m3+‘?y2+y3 + o(|(, y)[?).

Satz: Die Taylorentwicklung vom Grad 2 einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion
F(2) = f(ar,. .. o) im Punkt € = (&1, &,) st

f@) = FO+ X8O = +3- 2 2 52(€) - (5 - ) (a — &) + ollr — €P)

Die hier vorkommenden Summen kann man mit Hilfe des Matrixprodukts vereinfachen.

Definition: Die Matrix der zweiten partiellen Ableitungen heisst die Hesse-Matriz von f:

%y %

dx10xy T Ox10xn
2 o°f
v f = =
axzﬁxj i,j=1..n
0% 0%
dxpdxy T Oxndrn
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9.7 Lokale Extrema

Wie bisher seien 2 und & und V f Zeilenvektoren, und sei (z —&)T der zu x — & transponierte
Spaltenvektor. Dann wird der obige Satz dquivalent zu:

Satz: Die Taylorentwicklung vom Grad 2 einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion
f(z) im Punkt ¢ ist

fl@) = fO+VIE) (2=&" +35- (=8 V2f(©) (z =& +o(lz — ).

9.7 Lokale Extrema

Sei f jetzt auf einer offenen Teilmenge von R™ definiert.
Definition: Ein Punkt x mit V f(x) = (0,...,0) heisst ein kritischer Punkt von f.
Satz: Ist f differenzierbar, so ist jede lokale Extremalstelle von f ein kritischer Punkt.

Definition: Ein kritischer Punkt x mit det V?f(x) = 0 heisst ausgeartet, andernfalls nicht-
ausgeartet.

Satz: Ein nichtausgearteter kritischer Punkt x von f ist
— eine lokale Minimalstelle, falls V2 f(x) positiv definit ist,
— eine lokale Maximalstelle, falls V2 f(x) negativ definit ist,
— ein Sattelpunkt, sonst.

Beispiel: Die kritischen Punkte von cos(x + 2y) + cos(2z + 3y) sind alle nichtausgeartet.
Bis auf Addition von Vielfachen von 27 sind sie eine lokale Maximalstelle in (0,0), eine
lokale Minimalstelle in (7, ), und Sattelpunkte in (0, 7) und (7, 0).

Wie im Fall einer Variablen hédngt das lokale Verhalten in einem ausgearteten kritischen
Punkt von den néchsten Termen in der Taylorentwicklung ab.

Beispiel: Die Funktion 22 + »? hat im Punkt (0,0) eine ,Stufe“, die Funktion 22 + y* ein
lokales Minimum, und die Funktion 22 — y* einen Sattelpunkt.

Beispiel: Zwei Partikel befinden sich an den Stellen 0 < z < y < 1 des Intervalls [0, 1]
und unterliegen den Abstossungskriften

0 T Y 1
Hl/_/ N 7 \= ~ 7

<
|
8
-

<

Gibt es eine Gleichgewichtslage, und wenn ja, ist sie stabil? Ldsung: Die potentielle Energie
des Systems ist
E = —logz —2log(y — z) — log(1 — y).

Da sich jedes physikalische System in die Richtung minimaler Gesamtenergie bewegt, ist
jede mogliche Gleichgewichtslage ein kritischer Punkt von E. Der einzige kritische Punkt
liegt bei (z,y) = (1, 2) und ist nichtausgeartet mit positiv definiter Hessematrix 8- (_% _:1,))
Dort hat E' also ein isoliertes lokales Minimum, die Gleichgewichtslage ist also stabil.
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9.8 Globale Extrema

9.8 Globale Extrema

Betrachte nun eine stetige Funktion f: X — R auf einer kompakten Teilmenge X C R™.
Wir wissen bereits, dass f ein globales Minimum und ein globales Maximum hat. Wie im
Fall einer Variablen unterscheiden wir, ob diese im Inneren X° oder auf dem Rand 0X
angenommen werden.

Fakt: Ist f|xo differenzierbar, so ist jede globale Extremalstelle von f entweder ein kriti-
scher Punkt von f|x. oder eine globale Extremalstelle von f|gx.

Um alle Extremalstellen von f zu finden, teilt man X auf in endlich viele Teile, welche
jeweils durch offene Bereiche in R™ fiir verschiedene m < n parametrisiert werden, findet
die kritischen Punkte der Einschrankung von f auf jeden dieser Teile, und vergleicht die
Werte von f an allen so gefundenen Stellen.

Bleistift: Die globalen Extrema von x® — 1822 + 81x + 12y% — 144y + 24y auf dem Dreieck
B:={(z,y) €eR? |z >0,y > 0,z + y < 10} sind das Maximum 260 im Punkt (5,5) und
das Minimum —432 im Punkt (0, 6).

9.9 Implizite Funktionen

Seien ¢y, ..., g, differenzierbare Funktionen U — R auf einer offenen Teilmenge U C R”
fiir ein r < n. Betrachte die gemeinsame Nullstellenmenge

B = {zeU|Vi=1...r: gi(x) =0}.

Wenn die Funktionen ¢y, .. ., g, in gewissem Sinn voneinander unabhéngig sind, so reduziert
jede Gleichung g;(z) = 0 die ‘Zahl der freien Parameter’ um 1, und dann ist B eine
Teilmenge der Dimension n — r. Genauer besagt die Differenzierbarkeit von g; in einem
Punkt ¢ € B, dass fiir alle x € B mit z — £ gilt
9i(x) = gi(§) + Vgi(§) - (x = &) + o(|lz — &)
—~— ~—
=0 =0
Mit anderen Worten gilt
Vg,-(g)-% — .0 fir B3z —¢.
l’ —

Durch Grenziibergang erhalten wir:

Definition: Ein Punkt £ € B, in dem die Vektoren Vg;(§), ..., Vg,(§) linear unabhéngig
sind, heisst ein requldrer Punkt von B.

Definition/Satz: Der Tangentialraum von B in einem reguldren Punkt £ € B ist der
(n — r)-dimensionale affin-lineare Unterraum

{r eR"|Vi=1...7:Vg(&) - (zr—&) =0}
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9.9 Implizite Funktionen

Beispiel: Die Nullstellenmenge K C R? der Funktion g(z,y) := 2?—y*—12* ist eine liegende

Acht mit Kreuzungspunkt (0, 0). Ausserhalb dessen ist der Gradient Vg = (2x — 43, —2y)
ungleich Null, also K eine regulire Kurve. Im Ursprung hat K dagegen eine Singularitdt.

Beispiel: Die Einheitssphiire S C R? ist die Nullstellenmenge der Funktion g(z,y, z) :=
22 4+ y? + 2% — 1. Deren Gradient Vg = (2x, 2y, 22) ist iiberhalb auf S? ungleich Null. Also
ist S? {iberall reguldr der Dimension 2. Ihr Tangentialraum im Punkt (£,7,() € S? ist
gegeben durch die Gleichung 2¢(z — &) + 2n(y —n) +2¢(z — () = 0.

Beispiel: Die Nullstellenmenge F C R3 der Funktion g(z,y,2) := 2% + y*> — 2% ist ein

beziiglich der z-Achse rotationssymmetrischer Doppelkegel mit Spitze im Ursprung. Aus-
serhalb des Ursprungs ist Vg = (2x, 2y, —2z) ungleich Null, also F' regulér. Im Ursprung
hat F' dagegen eine Singularitét.

Beispiel: Die gemeinsame Losungsmenge C' C R? der beiden Gleichungen 22 +y%+ 22 = 1
und 23 + y? + 23 = 0 ist eine {iberall regulire Kurve.

In der Nihe jedes reguléren Punktes ldsst sich B als Graph einer Funktion beschreiben,
wofiir man eine geeignete Aufteilung der Variablen in abhéngige und unabhéngige wéhlen
muss. Wir geben nur den Fall » =1 an:

Satz: Sei g: U — R eine C*-Funktion fiir k¥ > 1 und eine offene Teilmenge U C R"*!.
Sei & = (&1,...,&n,&n11) ein Punkt der Nullstellenmenge G := {x € U | g(x) = 0} mit

% _(£) # 0. Dann existieren eine offene Teilmenge der Form V x I C U, welche ¢ enthiilt,
8ZEnJrl

und eine C*-Funktion ¢: V — I, so dass graph(¢) = G N (V x I) ist. Fiir diese gilt also
o(&1,.., &) = &npr, und fiir alle 1 <@ < n gilt

FE(Er &) = =22 (6) ) 52(9).

Beispiel: Die Nullstellenmenge G von g(z,y) := 2*+y*—3zy enthilt genau zwei Punkte, in
denen % verschwindet, némlich (0,0) und (v/4,+v/2). Ausserhalb dieser ist G also lokal der
Graph einer beliebig oft differenzierbaren Funktion. Genauer sind die maximalen Zweige
von (G, welche solche Graphen sind, die Teilmengen

{(z,y) € G|z <0},

{(z,y) € G|z >0und y <0},

{(z,y)) eG|0<z < Viund 0 <y < \/z},
{(z,y) €G |0 <z <~V/4und y > /1}.

Der Punkt (%, %) liegt auf dem letztgenannten Zweig, und die Ableitung der dortigen
impliziten Funktion ¢ ist 2—5(%) = —%(%, %) g—g(g, %) = —(—g)/lg—0 = %.

Beispiel: Die Gleichung g(z,y) == (1 + 2 +y) - e+ — 1 = 0 lisst sich nach keiner
Variablen elementar auflosen. Auf ihrer Nullstellenmenge G gilt aber iiberall g—g > 0 und
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9.10 Extrema mit Nebenbedingungen

% > 0. Somit ist G iiberall lokal der Graph einer beliebig oft differenzierbaren Funktion
mit Ableitung < 0. Man kann ausserdem zeigen, dass die Gleichung fiir jedes = € R
eine eindeutige Losung in y hat und umgekehrt. Also ist G selbst der Graph einer streng
monoton fallenden bijektiven beliebig oft differenzierbaren Funktion R — R.

9.10 Extrema mit Nebenbedingungen

Sucht man die Extrema einer Funktion f auf der durch die Gleichung g(z1,...,x,) = 0
beschriebenen Teilmenge von R™, so kann man versuchen, die Gleichung nach einer Va-
riablen aufzulosen und die resultierende Formel in f einzusetzen, um das Problem auf ein
Problem niedrigerer Dimension zu reduzieren. Wenn man die Gleichung aber nicht explizit
auflosen kann oder die Formeln kompliziert werden, bietet sich die Methode der Lagrange-
Multiplikatoren an. Damit kann man oft auch lastige Fallunterscheidungen vermeiden.

Seien f und ¢y, ..., g, differenzierbare Funktionen U — R auf einer offenen Teilmenge
U C R" fiir ein r < n und sei
B = {zxeU|qx)=...=g(x)=0}

Definition: Ein reguldrer Punkt x von B, bei dem V f(z) eine Linearkombination von
Vagi(z),...,Vg,.(x) ist, heisst bedingt kritischer Punkt von f auf B.

Satz: Jede regulire lokale Extremalstelle von f|p ist ein bedingt kritischer Punkt.

Satz: Ein reguldrer Punkt x € B ist ein bedingt kritischer Punkt von f mit V f(z) =
A - Vagi(z) + ...+ A\ - Vg, (z) genau dann, wenn (x, Ay, ..., \,) ein kritischer Punkt der
Lagrange’schen Hilfsfunktion

F:(x,M,...; ) = f(2) =M -g1(x) — ... — A\ go(2)

ist, das heisst, wenn die folgenden Gleichungen gelten:

o= L ngE - —XN5E =0 firallel<i<nund
g—/{; = —9; =0 firalle 1 <j < r.
Beispiel: Fiir gegebenes s > 0 bestimme das Maximum von f(xy,...,2,) = z1 -z, auf

der Menge
B:={(x1,...,x,) e R"| allex; >0 und zy + ... + x, = s}.

Lésung: Da f|p verschwindet, wenn eine der Koordinaten Null ist, und sonst positiv ist,
nimmt f|p sein Maximum in einem Punkt mit allen z; > 0 an. Dies ist dann ein bedingt
kritischer Punkt von f unter der Nebenbedingung ¢g(z) := 21 + ...+ x, — s = 0. Nach
Lagrange bedeutet dies

oOF __  Of dg __ T1Tn o . .
{Bmi = a_m_AaTi = 1T—A =0 furlgzgnund}
2_1;: —-g =s—r1—...—x, = 0,
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9.11 Vektorwertige Funktionen

fir ein A € R. Aus den ersten n Gleichungen folgt, dass alle x; gleich sind. Aus der
letzten Gleichung folgt dann z; = ... = x, = 2. Als einziger bedingt kritischer Punkt
ist dies also die eindeutige globale Maximalstelle von f|g. Der Wert des Maximums ist
f(2,...,2) = (2)". Insbesondere gilt somit f(z1,...,T,) = 1+~ @, < (BFE2n)™ fiir alle

n’ s
x1,...,%, = 0, oder mit anderen Worten:

Folge: Fiir alle zq,..., 2, > 0 gilt

1+ ... +xy
VI Ty S T,

das heisst, das geometrische Mittel ist kleiner oder gleich dem arithmetischen Mittel.

Beispiel: Die Extrema von f(z,y,2) := —V/3x + 3y + 2z auf der Einheitssphire S? :=
{(z,y,2) € R®| 2? + y* + 2? = 1} sind gleich +4 in den Punkten +1 - (—+/3,3,2).

Beispiel: Die Teilmenge B := {(x,y,2) € R® | 22 + y? + 22 = 1 und 5z + 4y + 3z = 0} ist
eine iiberall reguldre Kurve. Die Extrema von f(x,y, z) := = darauf sind gleich j:g und
werden angenommen in dem jeweils einzigen Punkt :I:\l/—o5 - (5,—4,-3).

9.11 Vektorwertige Funktionen

Fiir vektorwertige Funktionen von mehreren Variablen miissen wir in den sauren Apfel
beissen und klarer als bisher zwischen Zeilenvektoren und Spaltenvektoren unterscheiden.
Wo nichts anderes gesagt, benutzen wir von jetzt an Spaltenvektoren. Ein Ortsvektor wird
in der Regel ein Spaltenvektor sein. Der Gradient einer differenzierbaren skalarwertigen
Funktion bleibt allerdings ein Zeilenvektor.

Betrachte fiir eine Teilmenge X C R"” eine Funktion

f1
fz(}):X—)Rm.

fm

Definition: Die Funktion f heisst k-mal differenzierbar, beziehungsweise k-mal stetig dif-
ferenzierbar, wenn jede Komponentenfunktion f; es ist.

Definition: Ist f differenzierbar, so heisst die Matrix der partiellen Ableitungen

of1 of1
Bz, D
Ofi
v‘f = a:[: i=1l..m =
17 j=1..n
Afm 9fm
Boy Doy

die Funktionalmatriz oder Jacobi-Matriz von f. Die Zeilen dieser Matrix sind genau die
Gradienten V f; der Komponentenfunktionen.
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9.11 Vektorwertige Funktionen

Die Differenzierbarkeit von f in einem Punkt £ € X bedeutet dann, dass fiir x — £ gilt

fx) = f(E)+ V(&) (x =&+ oz —E]).

Vorsicht: Die Jacobi-Matrix V f einer vektorwertigen Funktion f sollte man nicht ver-
wechseln mit der Hesse-Matrix V2f einer skalarwertigen Funktion f.

Beispiel: Fiir jeden Vektor v € R™ und jede m x n-Matrix A ist die affin lineare Funktion
(R - R™ x—ov+A-x
differenzierbar mit V¢ = A. Insbesondere ist die Identitatsfunktion
id: R" - R", v —«x
differenzierbar und Vid ist die Einheitsmatrix.

Definition: Eine differenzierbare Funktion f heisst requldr in einem Punkt £ € X, wenn
der Rang der Matrix V f(£) den maximal moglichen Wert min{m,n} annimmt.

Spezialfall: Im Fall m < n ist f reguldr in £ genau dann, wenn die m Zeilen V f;(§) von
V f(£) linear unabhéngig sind. In diesem Fall ist die Niveaumenge B := {x € X | f(z) =
f(&)} reguldr der Dimension n — m in der Nihe von &.

Spezialfall: Im Fall m = 1 ist f reguldr in { genau dann, wenn der Zeilenvektor V f(§)
nicht verschwindet, das heisst, wenn £ kein kritischer Punkt von f ist. Die Niveaumenge
ist dann reguldr der Dimension n — 1 in der Nahe von &. Mit dem Satz iiber implizite
Funktionen kann man sie nach einer geeigneten Vertauschung der Variablen lokal als Graph
einer Funktion schreiben.

Spezialfall: Im Fall m > n ist f reguldr in £ genau dann, wenn die n Spalten von V f(§)
linear unabhéingig sind. In diesem Fall ist f lokal injektiv mit glatter Bildmenge der Di-
mension 7n.

Beispiel: Die Funktion f: R — R? t (g) ist regulér ausserhalb von ¢ = 0. Ihre Bild-

menge {(;) € R? | y = |2|*?} hat im Punkt f(0) = ({) eine Singularitiit und ist sonst

eine reguldre Kurve. Das Entsprechende gilt fiir das Bild der dazu &hnlichen Funktion
t2 t

fiR—-R3 t— (tS ) Das Bild von f: R — R3, ¢ (ﬂ) ist dagegen iiberall regulir.

t4 t3
Beispiel: Das Bild der Funktion
rcost

fZ R? —>R3, (;) — (rsint)

t
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9.12 Invertierbare Funktionen

ist eine Schraubenfliche mit Ganghohe 27. Die Funktionalmatrix von f ist

cost —rsint
Vf (:) = sint rcost

0 1
und hat iiberall Rang 2. Tatséchlich ist die Bildmenge iiberall glatt.

Satz (Kettenregel): Seien f: X — Y und g: Y — Z differenzierbare Funktionen fiir
Teilmengen X C R® und Y C R™ und Z C R’ Dann ist die Komposition go f: X — Z
differenzierbar und es gilt

Vigoe f)(x) =Vg(f(x)) - Vf(x).

Sind f und g sogar k-mal differenzierbar, beziehungsweise k-mal stetig differenzierbar, so
auch fog.

Beispiel: Ebene Polarkoordinaten sind fiir geeignete Definitions- und Zielbereiche ausser-
halb des Ursprungs gegeben durch die zueinander inversen Funktionen

F) e e wd g () e (V).

® rsine Y arg(z+iy)
Deren Funktionalmatrizen sind
. x Y
cosp —rsing TS5 732 3
v = ( ) vy = (VR )
® sin ¢ T COoS @ Yy Y oz
x2+y2 22442

Da die Kompositionen g o f und f o g gleich der identischen Funktion sind, gilt nach der
Kettenregel iiberall Vg - Vf = Vid = ((1) (1)) und Vf -Vg = (é ?) Dies kann man auch
direkt anhand der gegebenen Formeln nachrechnen.

9.12 Invertierbare Funktionen

Jetzt betrachten wir den Spezialfall n = m.

Satz: Sei f: X — Y eine C*-Funktion fiir £ > 1 und offene Teilmengen X,Y C R™.

(a) Ist f invertierbar und die inverse Funktion g := f~1: Y — X differenzierbar, so ist fiir
alle z € X die Funktionalmatrix V f(z) invertierbar und es gilt Vg(f(z)) = V f(z)™*.
Ausserdem ist g dann ebenfalls C*.

(b) Sei Vf(&) invertierbar in einem Punkt & € X, und setze n := f(£) € Y. Dann
existieren offene Teilmengen £ € U C X und n € V C Y, so dass die Einschrankung
von f eine bijektive Funktion U — V ist, deren Umkehrfunktion die Eigenschaften
in (a) erfiillt.
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9.12 Invertierbare Funktionen

Beispiel: Die Funktion f: C — C, z + 22 hat in reellen Koordinaten x + iy die Gestalt

(z) — (mz;;j?) und somit die Funktionalmatrix (;Z _Sz) und die Funktionaldeterminante

4(z* + y?). Also ist f ausserhalb von ( (0]) lokal invertierbar mit beliebig oft differenzierba-
rer Umkehrfunktion. Die lokalen Umkehrfunktionen passen aber nicht zusammen zu einer
globalen Inversen. Dasselbe gilt fiir die Abbildung z — 2¢ fiir jede ganze Zahl d > 2.

Definition: Die Determinante der Funktionalmatrix det V f heisst die Funktionaldetermsi-
nante oder Jacobi-Determinante von f.

Die Funktionalmatrix V f ist also invertierbar genau dort, wo die Funktionaldeterminante
ungleich Null ist.

Geometrische Interpretation: Betrachte einen Punkt ¢ € X. Seien vy, ..., v, die Spal-
ten von Vf(§). Sei ey, ..., e, die Standardbasis von R", und sei h = (hy, ..., h,) € R" mit
kleinem Betrag |h|. Die Definition der Differenzierbarkeit impliziert dann

f(€+hiei) = f(§) + Vf(E) - hiei + o(|hei])
= f(§) + hivi + o(|h]).

Sei () C R™ der achsenparallele Quader mit einer Ecke £ und den Kantenvektoren hjeq, ...,
hpen. Sein Bild f(Q) ist dann n&dherungsweise ein Raumspat mit einer Ecke f(£) und den
Kantenvektoren hvy, ..., h,v,. Die Funktionalmatrix V f(£) gibt also an, wie der Raum
nahe ¢ durch f verzerrt wird. Weiter ist das Volumen des Quaders gleich |h; - - - h,| und
das Volumen des Raumspats gleich

| det(hivy, ..., havy)| = [det V()| |hy -+ hyl.
Allgemeiner gilt fiir jede kompakte Teilmenge K C R"™
vol(f(K)) = (|det V()| +o(1)) - vol(K),

wobei der Term o(1) gegen Null geht fiir alle K C B.(§) und € — 0. Im Grenzwert ist also
| det V f(£)| der lokale Volumenfaktor von f bei .

Beispiel: Die Funktion f: (;) > (:Zi’jg) bildet jedes kleine achsenparallele Rechteck auf
einen Sektor eines Kreisrings ab. Die Léange des jeweiligen Kreisabschnitts ist dabei gleich
r mal die entsprechende Seitenlédnge des Rechtecks. Der Flacheninhalt des Bildes wird also
gegeniiber dem Flécheninhalt des Rechtecks um den Faktor r gestreckt. In der Tat ist die

Funktionaldeterminante von f gleich

det VF(7) = det (7 7T~

r
14 sin T COS
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10 Integralrechnung mehrerer Variablen

10 Integralrechnung mehrerer Variablen

10.1 Mehrdimensionales Riemann-Integral

Das Riemann-Integral in beliebiger Dimension wird &hnlich konstruiert wie in Dimension 1.
Zunéchst beachten wir:

Fakt: Jede hinreichend gutartige (zum Beispiel jede offene oder abgeschlossene beschriank-
te) Teilmenge X C R" besitzt ein n-dimensionales Volumen vol,(X) € R*® U {co}. Im
Fall n = 1 ist dies die Lange von X, im Fall n = 2 der Flacheninhalt, im Fall n = 3 das
iibliche Volumen. Es hat die folgenden Eigenschaften:

— Es ist invariant unter Translationen, Drehungen, und Spiegelungen.

— Es gilt vol, 40 (X X Y) = vol,,,(X) - vol, (V) fiir alle gutartigen X C R™ und Y C R™.
— Es gilt vol,,(XUY') = vol,(X)+vol,(Y)—vol,(XNY) fiir alle gutartigen X, Y C R".
— Es gilt vol,(X) = 0 fur alle X C R™ der Dimension < n.

— Es gilt vol,(X) < vol,,(Y) fiir alle gutartigen X C Y C R™

Wenn die Dimension n aus dem Zusammenhang klar ist, schreiben wir auch kurz vol(X).

Beispiel: Ein n-dimensionaler Quader mit den Seitenléngen ag,...,a, hat das Volumen
Qay -+ Q.

Beispiel: Die Teilmenge

{(§>€R3‘$2+y2<1, 0<z<1+m}

ist die Vereinigung eines Zylinders mit Radius 1 und Hohe 1 und einer Halbkugel mit

Radius 1, hat also Volumen 7 -1 + % . %’T = 5{

Definition: Der Durchmesser einer Teilmenge X C R ist die Zahl

sup{|z —y| :z,y € X }.
Sei f eine Funktion auf einer kompakten Teilmenge X C R™.
Definition: Eine Zerlegung Z von X ist eine Zerlegung in endlich viele zueinander dis-
junkte Teilmengen X = X; U ... U X, zusammen mit der Wahl eines Punkts z; € X, fiir

alle 1 < ¢ < r. Die Feinheit der Zerlegung Z ist das Maximum der Durchmesser aller X;.
Die Riemann-Summe von f beziiglich der Zerlegung Z ist

Definition: Die Riemann-Summe S¢(Z) hat den Grenzwert I fir p(Z) — 0, falls gilt:

Ve > 030 > 0VZ Zerlegung von X: p(Z) <d = |Sp(Z)—1I| <e.
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10.2  Eigenschaften

Falls der Grenzwert existiert, so ist er eindeutig bestimmt. Dann nennen wir f (Riemann-)
integrierbar und den Grenzwert

/fdvoln = /f(x) dvol,(z) = 1
X X
das Integral von f tber X.

Notation: Anstatt dvol, oder dvol schreibt man oft auch du, oder dF in Dimension 2,
oder dV in Dimension 3. Dagegen schreiben wir fiir dieses mehrdimensionale Integral nicht
dz, da das in einem anderen Sinn benutzt wird.

Fakt: Fiir jede integrierbare Funktion f auf [a, b] gilt
b
fdvol; = / f(z)dx.
[a,b] a

Satz: Jede stetige Funktion ist Riemann-integrierbar.

10.2 Eigenschaften
Fakt: Fiir alle auf den angegebenen Teilmengen integrierbare Funktionen f und ¢ gilt:
[ Ldvol = vol(X).
Jxuy fdvol = [, fdvol+ [, fdvol falls X N'Y Dimension < n hat.

fX(f—I—g)dvol = fodVOl—l—fngvol.
Jx Afdvol = X- [, fdvol fiir jedes A € R.

falls f = g ist ausserhalb einer Teil-

Jx fdvol = [ gdvol menge der Dimension < n.

[ fdvol < [y gdvol falls Vo € X: f(z) < g(x).
| [ fdvol| < [y |f|dvol.

Satz (Fubini): Seien X C R" eine kompakte Teilmenge und ¢,1: X — R stetige Funk-
tionen mit ¢(x) < ¢(x) fiir alle € X, und f eine integrierbare Funktion auf der Menge

Z = {()eR [z e X, p(z)<y<y@)}.

/Zf(z) dvol,11(2) = /}(([Dj:j)f(g)dy) dvol,(z).
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10.2  Eigenschaften

Folge: Speziell gilt in der obigen Situation

vol 1 (2) = / (v — ) dvol, .
X

Mit dem Satz von Fubini kann man jedes mehrdimensionale Integral als Schachtelung
eindimensionaler Integrale berechnen. Da das Integral ausserdem unter Vertauschung der
Variablen invariant ist, kann man sich die Reihenfolge der Zerlegung beliebig heraussuchen,
damit die Rechnung moglichst einfach wird.

Beispiel: Fiir alle a,b > 1 gilt:

I A (a+1)(b+1)
/(Hy dvol // G Wy dr = /l(m_+b+x—+1)dz = log S

[1,a]x[1,b]

Beispiel:

/ sm(x—l—y+z)dvol ///sm r+y+z)dzdyde = —8.
[0,7]3

Beispiel: Bestimme das Integral von xy? iiber den Bereich B C R? zwischen der Parabel
x = y? und der Geraden z = 4. Ldsung: Je nachdem, ob wir zuerst nach x oder nach y
auflosen, lautet die Rechnung

B ={(])eR|0<z<4 —/z<y<Va),

4 Nz 4
/:L'y2dvol (;c) = / (/ xy2dy) dr = / § 52dy = 52112’
B 0 —Vz 0
B={()eR|-2<y<2 v’ <z <4},

2 4 2 .
B —2 y2 _9

Vorsicht: Beim Beschreiben eines Integrationsbereichs in der Form
{(¢) eR™ |z e X, p(r) <y<(r)}

muss man darauf achten, dass tatséchlich tiberall p(z) < ¢(z) ist, da sonst das Teilintegral
ff(g) f (z) dy falsche Werte liefert.

// fxydxdy:/ f:cydyd:c
22 /32
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10.3 Substitution

Manchmal ist es besser, den Integrationsbereich aufzuteilen:

Beispiel: Das Integral iiber den von der Geraden = + y = 0 und der Parabel 2? +y = 2
eingeschlossenen Bereich ist

// fa:ydydx:// :Byd:)sdy+// f(z,y) dx dy.
—2J—y

10.3 Swubstitution

Betrachte kompakte Teilmengen X, X C R" und eine stetig differenzierbare Funktion
p: X — X, welche ausserhalb gewisser Teilmengen der Dimension < n eine Bijektion
induziert. In Abschnitt @.12] hatten wir gesehen, dass |det V| der lokale Volumenfaktor
von f ist.

Satz: Fiir jede integrierbare Funktion f auf X ist (foy)-|det V| integrierbar und es gilt

/ F () dvol(x / F(o(#)) - | det Vip(F)] dvol().

Bemerkung: Im Spezialfall n = 1 mit Intervallen X = [a,b] und X = [a,b] besagt die
obige Formel

[ }f(l‘) dvoly () = . f(e(3)) - |¢'(2)| dvoly (Z),

a,b a,b

wéahrend die Substitutionsformel aus Abschnitt 7.6 besagt

(b) b
r)dr = ) - (F) dx.
s éﬂw»wﬂ

Trotz, oder gerade wegen, der Betragsstriche sind diese Formeln dquivalent. Denn fiir ¢ mo-
noton wachsend gilt ¢’ > 0 und ¢(@) = a und ¢(b) = b, und die Formeln sind direkt gleich.
Andernfalls ist ¢ monoton fallend und somit ¢’ < 0 und (@) = b und ¢(b) = a. Dann ent-
spricht der Vorzeichenunterschied auf der rechten Seite der Richtungsumkehr ¢(a) > ¢(b)
auf der linken Seite. Man kann dies so ausdriicken, dass das Integrationselement dz eine
Orientierung besitzt, das Volumenelement dvol; nicht.

Spezialfall: Sei ¢ eine affin-lineare Abbildung & — v + AZ fiir einen festen Vektor v und
eine feste invertierbare n x n-Matrix A. Dann gilt

f(z) dvol(x /fv—l—Ax) | det A | dvol(Z).

P(X)

Insbesondere ist das Integral invariant unter allen affin-linearen Koordinatentransforma-
tionen mit Determinante +1, darunter allen Translationen, Drehungen, und Spiegelungen.

42



10.4 Rotationskorper

Spezialfall: Die Abbildung
f: [0700[ X [07271'] — R27 (T) — (TCf)sgp)

© rsingp

der ebenen Polarkoordinaten erfiillt die Voraussetzungen des Satzes. Wegen det V f (;) =r

gilt also
/f(X)g(Z) dVOl(z) = /Xg(f(:;))~7"alvol(:;)7

//f()z)g(z)dxdy = // rdrdap

Beispiel: Fiir X := [0, R] x [0, 2n] ist f(X) = Bg(0) eine Kreisscheibe mit Radius R und
dem Flécheninhalt

vol(Br(0)) :/_ 1dvol(5yc) = /rdvol // rdedr = / 2rrdr = mR?.
Br(0)

Spezialfall: Die Abbildung

oder anders gesagt

fol0,00 x [0,20] x [-5, 5] = B3, (§) v (Fenviing)

rsind

der Kugelkoordinaten erfiillt die Voraussetzungen des Satzes. Wegen detV f ((%)) =
r? cos? gilt also

/f(X) (

oder anders gesagt

///f(x ‘3 drdydz = ///Xg(f(%))~r2cos19drdq9dgo_

Beispiel: Das Volumen einer Kugel mit Radius R ist %’TR?’ .

)) -r%osﬁdvol(%),

ne 8
~—
=
=)
=
—~
[
N
N—
I
l\
<
—~
~
/-\
6 3

Beispiel: Das Volumen einer 4-dimensionalen Kugel mit Radius R ist %2R4.

10.4 Rotationskorper

Definition: Wenn man eine gegebene Teilmenge des R? um eine Gerade rotieren lisst und
die Vereinigung nimmt, erhélt man einen Rotationskorper. Ist die Gerade die z-Achse, so
ist der Rotationskorper also eine Menge der Gestalt

x = {(%52) | (1) € B, p € 0,271}
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10.4 Rotationskorper

fiir eine Teilmenge B C R2.

Fakt: Ein Integral {iber einen solchen Rotationskérper kann man durch Substitution mit
Polarkoordinaten und dem Satz von Fubini wie folgt umformen:

[ s@aon (i) = [ ([T a) - pavon(2)

Ist auch f invariant unter Rotation um die z-Achse, so vereinfacht sich letzteres zu

/Bf((z)) ~27rpdvolg(’z’).

Beispiel: Fiir R > r > 0 ist die Menge
T .= {(f’g;g) eR’ ‘ (p—R?*+2°<r? pe [0,27T]}

ein Torus der Dicke 27 mit einem Kreis vom Radius R als Mittellinie. Sein Volumen erhalten
wir aus der obigen Formel fiir die konstante Funktion f = 1. Wir berechnen es am besten
durch eine abermalige Substitution mit Polarkoordinaten in der Form (’Z’ ) = (Uzossig;R)
mit dpdz = o dv do:

2mp dvoly (7 // 2m(ocosV + R)-odido = /47?2Rad19da = 21 Rr®.

0
(p—R)?+22<r?

Spezialfall: Sei
X = {@) € R? ‘ z € [a,b], Va2 +y? < g(z)}

fiir eine stetige Funktion g: [a,b] — RZ°. Dann ist

[ 1(3)dvols (1) /// 7(558 ) dg - pdpaz,
X

im Falle eines rotationsinvarianten f also gleich

/ / 2mpdpdz.

Insbesondere ist das Volumen von X in diesem Fall gleich

b rg(2) b
volg(X) = // 2npdpdz = /71'9(2)2d2.
a JO a
Rz

Beispiel: Der Rotationskérper zu der Funktion g: [0,h] — R>", z — £= ist ein auf der
Spitze stehender Kegel der Hohe h und Radius R. Sein Volumen ist

h
[y as = s -
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10.5 Anwendung: Physikalische Grossen

10.5 Anwendung: Physikalische Grossen

Masse: Sei X C R" ein Koérper mit einer Massenverteilung, welche durch eine integrierbare
Funktion p: X — R gegeben ist. Dann ist die Gesamtmasse von X gleich

m(X) ::/Xu(x) dvol,(x).

Ein homogener Korper mit konstanter Massendichte p hat also Gesamtmasse p - vol, (X).

Schwerpunkt: Der Schwerpunkt von X ist der durch die Massenverteilung gewichte-
te Durchschnitt der Ortsvektoren. Dieser ist nur definiert, wenn die Gesamtmasse m(X)
grosser als Null ist, und ist dann gleich

S(X):=m(X)"- / x - p(z) dvol,(z).
b's
Der Integrand ist hier zwar eine vektorwertige Funktion, das Integral kann man aber kom-
ponentenweise berechnen.

Beispiel: Die homogene Halbkreisscheibe vom Radius R
{(;) eR* |2 >0, 2 +y* < R*}
4R/3m
hat den Schwerpunkt ( é )

Triagheitsmoment: Das Triigheitsmoment eines Korpers X C R3 ist der Widerstand, den
er einer ihn in eine Drehung um eine gegebene Achse L versetzende Kraft entgegensetzt.
Fiir eine Punktmasse im Punkt P ist es gleich der Masse mal dem Quadrat des Abstands
von P zu L. Im allgemeinen muss dieser Wert mit der Massenverteilung iiber X integriert
werden. Zum Beispiel ist das Tragheitsmoment von X beziiglich der z-Achse gleich

xT

0.(X) = / ,u(zzf) - (2* + y?) dvol (g)
X

Beispiel: Eine Kugel vom Radius R > 0 mit konstanter Massendichte y hat das Volumen

AT R3 und somit die Gesamtmasse 2R, Aus Symmetriegriinden liegt ihr Schwerpunkt

im Mittelpunkt. Ebenfalls aus Symmetriegriinden ist ihr Triagheitsmoment beziiglich jeder

durch den Mittelpunkt gehenden Geraden gleich. Wir berechnen es mittels Polarkoordina-

ten zu TR

Dass Volumen und Masse proportional zu R? sind und das Triigheitsmoment proportional
zu R®, gilt auch allgemeiner:

Skalierung: Entsteht der Kérper Y C R3, indem ein gegebener Kérper X C R? in al-
le Richtungen gleichméssig um den Faktor A > 0 gestreckt oder gestaucht wird, so gilt
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10.6 Uneigentliches Integral

volz(Y) = A% - volz(X). Haben ausserdem X und Y dieselbe konstante Massendichte j, so
gilt ©,(Y) =\ - 0,(X).

Schon ein Grossenunterschied von 10% mit dem Streckungsfaktor A = 1.1 fiihrt also zu
dem Faktor A\ = 1.61051 fiir das Triagheitsmoment, einem Unterschied von iiber 60%.
Ein Grossenunterschied von 25% mit dem Streckungsfaktor A = 1.25 fiihrt zu dem Faktor
A5 & 3.0518 fiir das Trigheitsmoment; das ist mehr als das Dreifache.

Gravitation: Nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz iibt eine Punktmasse m an der
Stelle P im R? auf eine Punktmasse mg an der Stelle Py # P im R? eine Anziehungskraft
vom Betrag |Gmm02 aus, wobei GG die universelle Gravitationskonstante ist. Die Richtung
dieser Anz1ehungsi<raft ist P — P, der entsprechende Kraftvektor ist also Gmmy - ﬁ
Die von ganz X auf F, ausgeiibte Anziehungskraft erhalten wir, indem wir diesen Wert

mit der Massenverteilung iiber X integrieren

P—- P
G dvolz(P).
/ myo - ,U/ ‘P PO‘?’ VO3( )
Fiir die Anziehungskraft zwischen zwei Korpern X und Y muss man dies nochmal iiber
Py € Y mit der Massenverteilung von Y integrieren.

Beispiel: Sei X C R? eine Kugelschale mit dem inneren Radius R; > 0 (im Fall Ry =0
also eine Vollkugel) und dem &usseren Radius Ry > R; sowie der konstanten Massendich-
te p. Dann ist ihre Gesamtmasse gleich m(X) := 4T u(R3 — RY). Gegeben sei weiter eine
Punktmasse mg im Punkt Py ¢ X. Aus Symmetriegriinden wirkt dann die Anziehungskraft
von X auf P, in Richtung des Mittelpunkts M von X.

Fakt: Liegt P, ausserhalb von X, so ist die Anziehungskraft von X auf P, gleich derjenigen,
die eine Punktmasse m(X) an der Stelle M auf P, ausiibt. Liegt P innerhalb von X, so
ist die Anziehungskraft von X auf P, gleich Null.

Fiir die klassische Himmelsmechanik ist es also berechtigt, Planeten und Sterne wie Punkt-
massen zu behandeln. Dasselbe Ergebnis gilt fiir elektrostatische Felder und zeigt dort, dass
das Feld im Innern eines kugelférmigen Faradayschen Kéfigs verschwindet.

10.6 Uneigentliches Integral

Sei nun X C R" eine hinreichend gutartige (zum Beispiel offene) nicht kompakte Teilmenge.
Sei f eine Funktion auf X, so dass fiir jede kompakte Teilmenge K C X das Integral
Ji [ dvol existiert.

Definition: Wir sagen, dass fK f dvol fiir wachsendes K den Grenzwert I hat, wenn fiir je-
des € > 0 eine kompakte Teilmenge Ky C X existiert, so dass fiir alle kompakte Teilmengen
K C X, welche K{ enthalten, gilt:

/fdvol —1‘ < e
K
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10.7 Kurvenintegral

In diesem Fall heisst I das uneigentliche Integral von f tiber X und wird ebenfalls bezeichnet

mit /devol _ /Xf(g;)dvol(x).

Fakt: Ist f stetig, so existiert das uneigentliche Integral [ « J dvol genau dann, wenn die
Werte [, | f|dvol fiir alle K nach oben beschrénkt sind (absolute Konvergenz). Dabei kann
man sich auf kompakte Teilmengen beschrinken, welche die Menge X ausschopfen.

Bemerkung: Wie iiblich schreiben wir auch [ « fdvol = oo oder = —o0, wenn Il x fdvol
den uneigentlichen Grenzwert +o0o hat.

Fakt: Gilt iiberall f > 0 oder iiberall f < 0, so existiert [ « fdvol oder es ist gleich Foo.
Ausserdem gelten dann alle bisherigen Regeln, insbesondere der Satz von Fubini und die
Substitutionsregel, auch fiir das uneigentliche Integral.

Beispiel: Fiir jede reelle Zahl s gilt

2273

/ L dvol(?) = { G-1)(s—2) falls s > 2 ist, |
testxftoef (@ F9)° ! 00 sonst.

Beispiel: Aus dem Satz von Fubini folgt

0o 00 00 2
/ oy dvol(x) = / / e~ Y’ dydr = (/ e dx) )
R2 Y —00 J —0o0 —0o0

Wenn wir dagegen zuerst mit Polarkoordinaten substituieren, folgt

2w oo o
/ ey dvol(;) = / /e_ﬂr drdp = /€_T227T7"dr = —me "
R2 Y 0 0 0

Insgesamt folgt daraus

/ e dr = /T

[e.e]

10.7 Kurvenintegral

Definition: Sei : [a,b] — R" eine C*-Funktion, welche ausserhalb endlich vieler Punkte
injektiv ist. Dann nennen wir das Bild C' := image(y) zusammen mit « eine parametri-
sierte Kurve in R™. Oft nennt man die Parametrisierung -~ nicht explizit, obwohl sie im
Hintergrund vorhanden sein muss. Fiir C' C U C R" nennen wir C' auch eine Kurve in U.

Umparametrisierung: Fiir jede bijektive C''-Funktion ¢: [a, b] — [a,b] ist die Funktion
yo: [a,b] — C eine weitere Parametrisierung derselben Kurve.

Bemerkung: Wegen ~(t + At) = v(t) +7/(t) - At + o(At) bildet v ein kleines Intervall
[t,t + At] ndherungsweise auf eine Strecke der Lénge |y/(¢)| - At ab. Wenn wir entlang der
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10.7 Kurvenintegral

Kurve integrieren wollen, miissen wir den Integranden daher mit dem lokalen Streckungs-
faktor |y/(t)| gewichten. Wir definieren also:

Definition: Sei C' C R™ eine Kurve mit Parametrisierung v: [a,b] — C, und sei f eine
Funktion auf C. Dann heisst

/Cfdvoll = /f (t)| dt

das Kurvenintegral von f tber C', sofern es existiert.

Satz: Das Kurvenintegral ist invariant unter Umparametrisierung, das heisst, fiir jedes 1

wie oben gilt
/f ) 1Y ()] dt = / fly vo)(t)] dt.

Es ist daher gerechtfertigt, die Parametrisierung in der Notation wegzulassen.

Spezialfall: Die Kurvenlinge von C' ist

b
voly (C) := /1dV011 = / |7/ (¢)] dt.
C a

Spezialfall: Der Graph einer C'-Funktion g: [a,b] — R" besitzt die Parametrisierung

v: [a,b] — R™™ ¢ — (g(tt))

mit Ableitung (g’tt))' Die Kurvenlénge ist in diesem Fall also gleich

/\/1 17 OF d.

Beispiel: Das Stiick der Parabel y = 22 im Bereich —1 < o < 1 hat die Kurvenlinge

/\/ ((x2)") da:—/\/1+4x2dx—...:\/g—l—%-log(Q—l—\/g).

Beispiel (Kettenlinie): Welche Kurve beschreibt eine zwischen zwei Punkten frei auf-
gehéngte homogene Kette in Ruhelage? Lisung mit Aufstellen der Differentialgleichung:
Die Kurve sei der Graph einer C'-Funktion [a,b] — R, z + y(z). Die in dem Punkt
(yé )) wirkende innere Zugkraft der Kette hat die Richtung der Tangente, ist also gleich
s(z)- (y,zm)) fiir eine positive Funktion x +— s(x). Sei ¢(x) die Lange des Teilstiicks der Kette
tiber dem Teilintervall [a, x]. Dann wirkt auf dieses Teilstiick die Schwerkraft (—,u(l?(w)) fiir
eine positive Konstante p. Am rechten Ende des Teilstiicks wirkt die nach rechts gerichtete
Zugkraft s(x)- (y,%x)), und am linken Ende die nach links gerichtete Zugkraft —s(a)-(y,la)).
Fiir das Gleichgewicht muss die Summe dieser drei Kréfte Null sein, das heisst, es geﬁten
die Gleichungen
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s(z) —s(a) = 0,
—pl(x) + s(x) y'(x) = s(a)y'(a) = 0

Die erste Zeile besagt, dass s(x) = s konstant ist, und die zweite ist dann dquivalent zu

y'(z) = cl(z)+y'(a)

mit der Konstanten ¢ := £ > 0. Durch Ableiten nach z folgt mit der obigen Formel fiir die
Kurvenldnge und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

y'(x) = cli(z) = eI+ |y (2)P

Somit erfiillt z(z) := y'(x) die separierbare Differentialgleichung 2’ = c¢/1 + 22. Wie in
Abschnitt B4 finden wir fiir diese die allgemeine Losung z(x) = sinh(cz + ¢’) mit einer
weiteren Konstanten ¢/. Durch Integrieren schliessen wir daraus

cosh(cz + ¢) L

C

y(z) =

mit einer dritten Konstanten c”.

Variante: Eine Kurve C' im R™ muss nicht zusammenhéngend sein, sondern kann auch
aus mehreren jeweils fiir sich parametrisierten Stiicken C, ..., C, bestehen. Das Integral
iiber C' ist dann definiert durch fc = fcl +...+ fc .

10.8 Flichenintegral

Definition: Sei B C R? und sei ¢: B — R? eine C'-Funktion, welche ausserhalb einer
Teilmenge der Dimension < 1 injektiv ist. Dann nennen wir das Bild F' := image(y)
zusammen mit o eine parametrisierte Fliche in R3. Oft nennt man die Parametrisierung
© nicht explizit, obwohl sie im Hintergrund vorhanden sein muss.

Umparametrisierung: Fiir jede weitere Teilmenge B c R? und jede C*-Funktion v:
B— B ;. welche ausserhalb von Teilmengen der Dimension < 1 bijektiv ist, ist die Funktion
po: B — I eine weitere Parametrisierung derselben Fléche.

Bemerkung: Wegen

o(iian) = 2(0) +ou() - Autu(y) - Av+o((41))

bildet ¢ ein kleines Rechteck [u,u + Au] X [v,v + Av] ndherungsweise auf das von den
Vektoren gou(zf) - Au und %( Z) - Av aufgespannte Parallelogramm ab. Der Fliacheninhalt
dieses Parallelogramms ist gegeben durch die mit dem Vektorprodukt gebildete Formel
}cpu(Z) CAu X, (1) - Av}, wahrend das Rechteck den Flacheninhalt Au - Av hat. Wenn
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10.8 Flachenintegral

wir iiber die Flache integrieren wollen, miissen wir den Integranden daher mit dem lokalen
Streckungsfaktor }gpu(Z) X gpv(z)‘ gewichten. Wir definieren also:

Definition: Sei F' C R? eine Fliche mit Parametrisierung ¢: B — F, und sei f eine
Funktion auf F. Dann heisst

[ ravts = [ £ () xou(2)] dvola(2)

das Flichenintegral von f diber F, sofern es existiert.
Satz: Das Fliachenintegral ist invariant unter Umparametrisierung.

Spezialfall: Der Fldcheninhalt von F' ist
voly(F) = / 1dvoly, = / ‘cpu(z) X @U(Z)} dVOlQ(Z).
F B
Spezialfall: Der Graph einer C'-Funktion ¢g: B — R? besitzt die Parametrisierung
¢: B — R3, . »—>< Z;)
G Loy

1 0
mit den partiellen Ableitungen ¢, = < 0 ) und ¢, = < 1 ) Der lokale Streckungsfaktor
ist daher Gu v

1 0 ~gu

(0)x(1)‘: (—Zu)‘:\/1+gg+gg.
Ju v 1

Der Flacheninhalt ist in diesem Fall also gleich

/\/ 1+ g2+ g2 dvoly ().
B

Beispiel: Der Graph F' der Funktion

B::{(Z)€R2}u2+v2<R2}—>R, (Z)Huz—vz

ist ein Ausschnitt aus einem hyperbolischen Paraboloiden in der Form eines Kartoffelchips.
Sein Fldcheninhalt ist

/B\/1+(2u)2+(—21))2 dvoly (") = /OQW/ORWMM@ _

= ((L4+4R)E 1),

Spezialfall: Die Oberfliche F' des zu einer C''-Funktion g: [a,b] — R>? assoziierten Ro-
tationskorpers besitzt die Parametrisierung

G o] x 0.20] = B, (2) o (500502).

z
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10.8 Flachenintegral

Fiir diese gilt
e x | = |(FEERE) x (HE2)

1

- |55

= 9(2) -/ 1+4'(2)*.

Der Flacheninhalt von F' ist somit

b p2m b
voly(F) = //0 9g(2)\/ 14+ g(2)? dpdz = /27rg(z) vV 1+4'(2)? dz.

Beispiel: Die zu der Funktion g: [-R, R] — R?°, 2z — /R? — 22 assoziierte Rotations-
fliche F' ist die Oberfliche einer Kugel vom Radius R. In diesem Fall gilt ¢'(z) = —==

V2
und g(z) -/ 1+ ¢'(2)?> = R, und der Flicheninhalt ist somit

R
voly(F) = / 2rRdz = 4TR*.
-R

Beispiel: Der zu der Funktion g: [1,00] — R??, 2 % assoziierte Rotationskorper

n = {5 em

hat die Form einer Trompete mit einem sich nach unendlich erstreckenden immer diinner
werdendem Schaft (,,Gabriels Horn®). Sein Volumen und seine Oberfliche sind gegeben
durch die uneigentlichen Integrale

VOlg(H) = / 7Tg(Z)2dZ = / ldz = _E
1 1

z

221, Ve r P < LY

und

voly(OH) = / 21g(2)/ 1+ ¢'(2)? dz = / Z 1+ 5 dz > / Mdz = oo.
1 1 1

Der Korper hat also endliches Volumen, aber unendliche Oberflache. Wieviel Farbe braucht
man also, um die Trompete von innen, bzw. von aussen anzustreichen?
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11 Vektoranalysis

11 Vektoranalysis

11.1 Vektorfelder

Definition: Sei U eine offene Teilmenge von R™. Eine Funktion f: U — R heisst ein
Skalarfeld auf U. Eine Funktion K: U — R" heisst ein Vektorfeld auf U.

Bedeutung: Ein Skalarfeld kann die rdumliche Verteilung einer skalaren physikalischen
Grosse, wie z.B. Druck oder Temperatur, angeben. Ein Vektorfeld kann als Kraftfeld eine
auf jeden Punkt einwirkende (z.B. elektromagnetische oder Gravitations-) Kraft angeben.
Als Strémungsfeld kann es den Geschwindigkeitsvektor jedes Teilchens eines stromenden
Mediums angeben. Als Gradientenvektorfeld kann es den Gradienten eines differenzierbaren
Skalarfelds angeben. Und anderes mehr.

Definition: Eine C'-parametrisierte Kurve «: [a,b] — U fiir die gilt v/ = K o+, oder ihr
Bild C' C U, heisst Feldlinie von K.

Bemerkung: Die definierende Gleichung +/(t) = K(v(t)) fiir Feldlinien ist ein System
gekoppelter gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung. Fiir die Existenz und
Eindeutigkeit sowie das Auffinden seiner Losungen gelten dieselben Prinzipien wie in Ka-
pitel B Ist also K lokal Lipschitz-stetig, so geht durch jeden Punkt von U genau eine
maximal ausgedehnte Feldlinie.

Bedeutung: Beschreibt v die Bewegung eines Teilchens als Funktion der Zeit, so ist der
Geschwindigkeitsvektor +/(t) zur Zeit t gleich dem jeweiligen Wert des Vektorfelds K (y(t)).
In einem Stromungsfeld sind die Feldlinien also einfach die Trajektorien einzelner Teilchen.
Die Feldlinien eines Gradientenvektorfelds V f sind die Kurven des grossten Anstiegs von f.

Beispiel: Ein konstantes Vektorfeld K (z) = K tritt auf als praktikable Naherung fiir das
Schwerefeld auf der Erdoberflache, fiir das elektrostatische Feld in einem Plattenkonden-
sator, als Stromungsfeld einer gleichméssigen Stromung, usw. Seine Feldlinien sind die mit
konstanter Geschwindigkeit durchlaufenen Geraden der Form ¢ — xy + Kyt.

Beispiel: Eine Punktmasse oder -ladung im Nullpunkt des R? erzeugt ein rotationssym-
metrisches Vektorfeld der Form K(z) = —c¢- o auf R3 ~ {0} fiir eine reelle Konstante c.
Dabei ist ¢ > 0 im Fall der Gravitation und der Anziehung entgegengesetzter elektrischer
Ladungen, und ¢ < 0 im Fall der Abstossung elektrischer Ladungen desselben Vorzeichens.
Die Feldlinien sind die auf den Ursprung hin oder von ihm weg gerichteten radialen Strahlen
mit Parametrisierung ¢ — ¢/3c(ty — t) - e fiir alle Einheitsvektoren ey € R3.

Beispiel: Eine homogene Kugel vom Radius R im R3 erzeugt ein Gravitationsfeld der
folgenden Form auf R? fiir eine Konstante ¢ > 0 (vergleiche Abschnitt [0.5):

K(z) = { —cpp furlel > R,

—c- gy fir |z[ < R.
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Dieses Vektorfeld ist stetig, aber nicht differenzierbar. Seine Feldlinien sind dieselben wie
im vorigen Beispiel, nur mit anderer Parametrisierung.

Beispiel: Fiir festes w € R3 \ {0} betrachte das Vektorfeld K (x) := w x x auf R, wobei
x das Vektorprodukt bezeichnet. Dies ist das Geschwindigkeitsfeld einer gleichméssigen
Rotation um die Achse Rw mit der Winkelgeschwindigkeit |w|. Seine Feldlinien sind die
Kreise mit Mittelpunkt in Rw in allen zu Rw senkrecht liegenden Ebenen.

Beispiel: Fiir festes w € R? \ {0} betrachte das Vektorfeld K (z) := 2% auf R? \ Rw.

wxz|?
Wihrend im vorigen Beispiel der Betrag von K (x) proportional zum |Abs‘tand von x zur
Geraden Rw war, ist er jetzt umgekehrt proportional dazu. Die Feldlinien sind daher die
gleichen, aber mit anderer Parametrisierung. Ein solches Feld tritt als von einem konstanten
Strom in einem geraden elektrischen Leiter erzeugtes Magnetfeld auf.

Beispiel: Finde die Feldlinien des folgenden Vektorfelds auf R* \ {({) }:

z—y
K( ) = x+yy

/ 2 +y2
7 COS

Lésung: Schreibe v = (Tsiw) fiir Funktionen r = r(t) > 0 und ¢ = ¢(t). Dann iibersetzt
sich das System von Differentialgleichungen zu

recosp —rosing \d [rcosep | cosS @ — sin g

Fsing +rgcosg ) dt \ rsing |\ cosp+tsing |-
cosp sing
—sing cosg

Durch Multiplikation von links mit der invertierbaren Matrix ( ) wird dieses dqui-

valent zu
7 B 1
re ) \1)°

Die erste Gleichung 7 = 1 hat die allgemeine Losung r(t) = ¢ — ty. Die Nebenbedingung
r > 0 bedeutet dabei t > t;. Damit wird die zweite Gleichung r¢ = 1 zu $(t) = ﬁ mit
der allgemeinen Losung o(t) = ¢o + log [t — to]. Fiir alle to, po € R ist somit
t—ty) - cos(po + log|t — ¢
[to, 00|~ Rz\{(g)}’ PN <( 0) (%0 g 0‘))

(t — t()) . sin(cpo + log |t — t0|)

eine maximale Losung des Differentialgleichungssystems. Da die Bildkurven ganz R?~\{ (8)}
iiberdecken und das Vektorfeld K stetig differenzierbar und daher lokal Lipschitz-stetig ist,
haben wir nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz alle maximalen Losungen gefunden.
Die Feldlinien sind somit alle vom Ursprung ausgehenden logarithmischen Spiralen, die
jede Gerade durch den Ursprung im Winkel von 45° schneiden und sich entgegen dem
Uhrzeigersinn hin 6ffnen.
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11.2 Potentiale

Sei K ein Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge U C R".

Definition: Ein differenzierbares Skalarfeld f auf U, fiir welches K = V f oder K = (V)T
ist, heisst ein Potential von K.

Bemerkung: Im Fall n = 1 ist ein Potential dasselbe wie eine Stammfunktion.

Bemerkung;: Sei f ein Potential von K. Dann ist fiir jede lokal konstante Funktion ¢ = ¢(x)
auf U auch die Funktion f + ¢ ein Potential von K, und umgekehrt hat jedes Potential von
K diese Gestalt.

Bedeutung: Ein Potential eines Kraftfelds kann als Verteilung der zugehorigen potentiellen
Energie interpretiert werden. Verschiedene Potentiale entsprechen verschiedenen Normie-
rungen der potentiellen Energie.

Vorsicht: In Dimension n > 2 haben viele relevante Vektorfelder kein Potential.

Im folgenden behandeln wir verschiedene Kriterien fiir die Existenz eines Potentials. Die
erste Methode liefert bei Erfolg auch gleich eine Formel fiir ein Potential:

Explizite Bestimmung eines Potentials: Sei K = (K,...,K,) ein Vektorfeld auf
I; x ... x I, fiir offene Intervalle I,..., I, C R. Ein Potential von K ist dann eine diffe-
renmerbare Funktion f: 11 coox I, — ]R mit gf = K, fur alle 1 <i < n.

Die erste Gleichung 2 8:2 K 1 bedeutet, dass f eine Stammfunktion von K; beziiglich
der Variablen x; sein muss. Eine solche ist eindeutig bestimmt bis auf eine von x; un-
abhéingige Konstante, das heisst, bis auf eine Funktion der iibrigen Variablen x,, ..., x,.
Wiéhle also eine Stammfunktion g (x f K;(z) dxy; dann muss das gesuchte Potential
die Form f = ¢; + f1; haben, wobei fl( ) von x; unabhanglg ist.

Die zweite Gleichung lautet dann agl + g£ Bos = aa—wj; = K5 und bedeutet, dass f; eine
Stammfunktion von Ky — a o bezughch der Variablen x5 sein muss. Da ausserdem f; von
x1 unabhéngig sein muss, erhalten wir als erste notwendige Bedingung fiir die Existenz
eines Potentials, dass Ky — g—fc; von x; unabhéngig ist. Ist das der Fall, so wéhle eine von
z7 unabhingige Stammfunktion g»(z) = [(K> — 891 ) dxo. Dann muss f; = go + fo sein fiir
eine von x; und xs unabhéngige Funktion fs.

Genauso weiterfahrend erhélt man im néchsten Schritt als notwendige Bedingung, dass
K — 2—2 — g—ﬁ von x; und xo unabhéngig ist. Ist das der Fall, so wahle eine von x; und
T2 unabhingige Stammfunktion gs3(z) = [(K3 — g—g - g—ﬁ) drs; dann muss fo = g3 + f3
sein fiir eine von x1, x2, und x3 unabhingige Funktion f5. Und so weiter.

Hat man alle Variablen abgearbeitet, so ist f, eine frei wiahlbare Konstante und die

Funktion f =g¢; + ...+ g, + [, das gesuchte Potential.

2,2 6

Beispiel: Das Vektorfeld (23 + zy?, 2%y — y°) auf R? hat das Potential % + 5L -4 4
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11.3 Vektorielles Kurvenintegral

Beispiel: Fiir welche Konstanten a, b, ¢ € R besitzt das Vektorfeld (2zy + yz, 2* + 22 + z,
axy + by + cz) ein Potential, und welches7 Antwort: Genau fiir a = b = 1 und beliebige c,
und es lautet %y + zyz + yz + < ® + d fiir eine beliebige Konstante d € R.

Satz: Ein C'-Vektorfeld K = (Kl, ..., K,) auf einem offenen Quader I x ... x I, besitzt

ein Potential genau dann, wenn g}( = % ist fiir alle 1 < 4,7 < n.

Bemerkung: Mit der Identifikation R? = C kann man damit zeigen, dass eine komplexe
Funktion auf einem offenen Rechteck genau dann eine komplexe Stammfunktion besitzt,
wenn sie die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfiillt.

Beispiel: Das konstante Vektorfeld Ky auf R™ hat das Potential Ky -z = (Ko, x).

Beispiel: Das Vektorfeld —c - o5 auf R® \ {0} hat das Potential £
Beispiel: Fiir w € R*\ {0} besitzt das Vektorfeld K (z) := w X x kein Potential, auch nicht
lokal in einer Umgebung eines Punkts. Denn eine Drehstreckung reduziert uns auf den Fall

W= ((1)) und dann gilt K(mz) = (%) X (ié) = (_%2) Also ist %—;{21 = 8%2(—;52) =1

z3

1= 821 (r1) = 8852 und die Bedingung des Satzes verletzt.

Beispiel: Nach der gleichen Reduktion wie im vorigen Beispiel hat das Vektorfeld K (z) :=
wxr_ auf R?\ Rw die Gestalt K (%) = 1. C%ﬁ ) Eine explizite Rechnung ergibt jetzt
3

|wxx| z3+a2

%[;21 = (;%%4:;;)2 = %—ff. Ausserdem gilt trivialerweise %—Ix{; =0= % und 6K2 =0= %—IE.
Also sind die Bedingungen des Satzes erfiillt, und auf jedem in R3\ Rw enthaltenen Quader
besitzt K ein Potential f. Konkret findet man f(z) = arg(x; +ixy)+c fiir eine Konstante c.
Allerdings wissen wir bereits, dass arg nur lokal, aber nicht auf ganz C ~ {0} als stetige
Funktion definierbar ist. Deshalb besitzt das Vektorfeld in diesem Fall zwar iiberall lokal,

aber nicht global ein Potential.

11.3 Vektorielles Kurvenintegral
Sei 7v: [a,b] - C' C R" eine C'-parametrisierte Kurve, wie in Abschnitt 0.7

Definition: Die entlang C' durch den Vektor ' bestimmte Richtung heisst Orientierung
von C, und die mit dieser Orientierung versehene Kurve heisst ein Weg von v(a) nach v(b),
oder ein Weg mit Anfangspunkt v(a) und Endpunkt v(b). Ein Weg mit demselben Anfangs-
und Endpunkt heisst ein geschlossener Weg.

Definition: Eine Umparametrisierung durch eine bijektive C'-Funktion t: [@,b] — [a, b]
heisst orientierungserhaltend, wenn 1 monoton wachsend ist, andernfalls orientierungs-
vertauschend.

Definition: Seien f eine Funktion auf C', und ¢ eine auf einer Umgebung von C' definierte
differenzierbare Funktion. Dann setzen wir
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11.3 Vektorielles Kurvenintegral

l/fdgrzl/(fonﬂ(gow%ﬂdt

Satz: Dieses Kurvenintegral ist invariant unter orientierungserhaltender Umparametrisie-
rung, das heisst, fiir jede orientierungserhaltende Umparametrisierung ¢ wie oben gilt

[ ooy = [(roren)d)gorovy@)d

Dagegen bewirkt jede orientierungsvertauschende Umparametrisierung einen Vorzeichen-
wechsel.

Definition: Das vektorielle Kurven- oder Wegintegral eines Vektorfelds K : C' — R" {iber ~y
ist, falls es existiert, definiert durch

b
/MWM:/KMWﬂMu

wobei - das Matrixprodukt oder Skalarprodukt bezeichnet. In einzelnen Koordinaten ge-
schrieben ist es gleich

/K(m)~dm = /Kldx1+...+/Kndxn.
v v v

Interpretation: Ist K ein Kraftfeld, so misst das Kurvenintegral die Arbeit, die nétig ist,
um ein Teilchen ldngs v durch das Feld zu bewegen.

Satz: Das vektorielle Kurvenintegral ist invariant unter orientierungserhaltender Umpara-
metrisierung. Dagegen bewirkt jede orientierungsvertauschende Umparametrisierung einen
Vorzeichenwechsel.

Bemerkung: Der Vergleich mit dem vektoriellen Kurvenintegral legt es nahe, das skalare
Kurvenintegral mit [, f(z)|dxz| zu bezeichnen.

Variante: Orientierte Wege konnen wir zusammensetzen wie folgt:

Definition: (a) Eine formale Summe ~; + ...+ ~, von Wegen ~1,...,7, in U heisst eine
Kette von Wegen in U. Das Integral dariiber ist definiert durch f’Yl‘f‘---‘i"Yr = fyl +...+ f%.

(b) Fiir jeden Weg v bezeichnet —y den in umgekehrter Richtung durchlaufenen Weg,.

Eigenschaften: (a) Entstehen ~q,...,7, durch Aufteilung von -, so gilt f7
(b) Esgilt [ =—[.

Der folgende Integralsatz fiir Kurvenintegrale ist eine erste vektorielle Variante des Haupt-
satzes der Infinitesimalrechnung. Weitere Integralsdtze fiir hoherdimensionale Integrale
werden folgen.

1+ - fv'

56



11.4 Integralsatz von Green im R?

Integralsatz: Fiir jedes C'-Skalarfeld f auf einer offenen Teilmenge U C R" und jeden
Weg ~v von P nach @ in U gilt

/ Vi@ dr = f(Q)— f(P).

o

Satz: Fiir jedes stetige Vektorfeld K auf einer offenen Teilmenge U C R” sind dquivalent:
(a) Das Vektorfeld K besitzt ein Potential.
(b) Das Integral von K iiber jeden Weg in U hingt nur vom Anfangs- und Endpunkt ab.

(c¢) Das Integral von K iiber jeden geschlossenen Weg in U ist Null.

Definition: Aufgrund der Eigenschaft (c), also weil die ‘Energie’ iiber jeden geschlossenen
Weg erhalten bleibt, heisst ein Vektorfeld mit diesen Eigenschaften auch konservativ.

Beispiel: Das Vektorfeld K ( 22 ) = (_%f ) hat die geschlossenen Feldlinien 7: [0, 27r] — R?,
rcost x3

t— (rsint) fiir beliebige Konstanten r > 0 und z. Wir berechnen fﬁ/ K(z) - dx = 27mr?
also besitzt K kein Potential.

Beispiel: Das Vektorfeld K(%Q) = @ . C%ﬁ) auf U := R3 < R(%) hat die gleichen
Feldlinien ~ wie im vorigen Befspiel. Diesmal erhalten wir fﬁ/ K(x) - dr = 27, und wieder
besitzt K kein Potential. Am Ende von Abschnitt [1.2] haben wir aber gesehen, dass K
tiberall lokal das Potential arg(z; + ixe) + ¢ besitzt. Durch Kombination mit dem Satz
aus Abschnitt [[1.3] folgt also, dass das Kurvenintegral von K {iber jeden in einem Quader
I; x Iy x I3 C U enthaltenen geschlossenen Weg gleich Null ist. Wie ist dieser Unterschied
zu erkldren?

Der Grund liegt zum einen darin, dass die Feldlinie v sich um die singuldre Gera-
de g: 1 = x5 = 0 von K herum windet und auch durch Deformation innerhalb von U
nicht davon befreit werden kann, wohingegen jeder geschlossene Weg in einem Quader
Iy x Iy x I3 C U vollstdndig auf einer Seite von g liegt. Zum anderen ist das Kurveninte-
gral f,y K(x) - dx = 2m genau der Unterschied zwischen dem Funktionswert am Anfangs-
und Endpunkt, den wir erhalten, wenn wir arg(x; + ixs) + ¢ entlang v stetig fortsetzen.
Allgemeiner ist das Integral von K iiber jeden geschlossenen Weg in U, der sich in Richtung
von 7 gesehen insgesamt genau k € Z mal um g herum windet, gleich 27k. Die Zahl k
heisst die Windungszahl von ~ beziiglich der Geraden g. Vergleiche auch Abschnitt [T.8

11.4 Integralsatz von Green im R?

Sei K = K () = (K1, K») ein C''-Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge U C R?.
Definition: Das Skalarfeld rot K := % — 88—121 auf U heisst die Rotation von K. Die
englische Bezeichnung ist curl K.
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11.4 Integralsatz von Green im R?

Definition: Sei X C R? eine kompakte Teilmenge, deren Rand eine ausserhalb endlich
vieler Punkte disjunkte Vereinigung von stiickweise C''-Kurven C,...,C, ist. Dann be-
zeichnet 0X eine Kette von Wegen ~; + ... 4+, mit image(y;) = C; und der Orientierung,
bei der die Punkte von X nahe C; in Blickrichtung gesehen stets auf der linken Seite liegen.

Bemerkung: Der Rand d.X kann stets als formale Summe geschlossener Wege geschrieben
werden. Der dussere Rand von X wird in mathematisch positiver Richtung, das heisst,
entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufen, der Rand eines Lochs in X dagegen anders herum.

Integralsatz von Green: Fiir alle K und X C U wie oben gilt

/ ot Kdvoly = | K(%)-d(?).
X ox 7 Y

Anwendung: Wie bei allen Integralsétzen ist in der Regel eine Seite leichter zu berechnen
als die andere. Den Integralsatz kann man dann dazu beniitzen, die andere Seite effizient
zu berechnen.

Bemerkung: Wie bei allen Integralsédtzen sind beide Seiten der Gleichung additiv unter
Zerlegung von X. Sei ndmlich X = X;U...UX, eine Zerlegung mit X; N X, der Dimension
< 2 fiir alle ¢ # j. Die Additivitét der linken Seite folgt dann direkt aus der Definition des
skalaren Integrals. Auf der rechten Seite besteht die Randkette X, 4 ...+ 0X, aus dem
Rand 0X und den verschiedenen Schnittkurven der Zerlegung. Jede der letzteren taucht
aber genau zweimal mit entgegengesetzten Orientierungen im Rand zweier verschiedener
Teile X;, X; auf. Die Integrale dariiber heben sich also weg, und somit ist auch die linke
Seite additiv.

Bemerkung: Den Satz von Green beweist man, indem man ihn durch Zerschneiden und
Benutzen der Additivitdt, und gegebenenfalls mit einem Grenziibergang, auf den Fall einer
einfacheren Menge X zuriickfiihrt. Ist zum Beispiel X sowohl z-einfach als auch y-einfach,
so berechnet man die Integrale [ x 88_121 dvoly und [ x % dvoly separat mit dem Satz von

Fubini und dem Hauptsatz der Infinitesimalrechnung und nimmt am Schluss die Differenz.

Bedeutung: Die rechte Seite misst die Zirkulation von K entlang X und ist ein Mass
dafiir, wie sich K mit der Kurve 90X mitdreht. Nach dem Satz von Green kann man
folglich rot K als lokale Zirkulationsrate von K interpretieren, deren Integral iiber X die
Gesamtzirkulation ergibt.

Anwendung: Ein ebenes Vektorfeld K mit rot K = 0 heisst rotationsfrei. Nach dem Satz
in Abschnitt [[T.2]ist dies dquivalent dazu, dass K lokal ein Potential besitzt. Andererseits
impliziert es nach dem Satz von Green, dass sein Kurvenintegral iiber jede Kette von Wegen
der Form 90X gleich Null ist. Das Verschwinden von fv K- d(z) fiir einen geschlossenen Weg
~ ist aber nur dann garantiert, wenn K sowohl rotationsfrei als auch auf ganz X mit 0X = ~
definiert ist.
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11.4 Integralsatz von Green im R?

Anwendung: Kann man zu einer gegebenen skalarwertigen Funktion f ein Vektorfeld
K mit rot K = f finden, so iibersetzt der Satz von Green das zweidimensionale skalare
Integral [ « [ dvoly in ein eindimensionales Integral entlang des Randes 0.X. Wie beim Satz
von Fubini ist damit die Integralberechnung um eine Dimension reduziert.

Flacheninhalt: Fiir jedes der Vektorfelder K(z) = (0,z) oder (—y,0) oder (—%,5) ist
rot K identisch gleich 1 und somit

voly(X) = /X rot K dvol, = /8 K()-d()

Beispiel: Eine Zykloide ist die Kurve, welche beim Abrollen eines Kreises auf einer Geraden
im R? von einem auf dem Kreis festgemachten Punkt beschrieben wird. Bestimme den
Flacheninhalt zwischen einem Bogen der Zykloide und der zugehorigen Geraden, wenn der
Kreis den Radius r hat.

Losung: Wir nehmen an, der Kreis rolle auf der Oberseite der x-Achse entlang. Ein
Bogen der Zykloide lésst sich zwar nur schwer als Graph einer Funktion beschreiben, aber
leicht parametrisieren durch 7: [0, 27] — R?, ¢ — (:g:ig;?)) Betrachte ausserdem den Weg
§:[0,27] — R?, ¢+ (7). Dann hat die fragliche Teilmenge X C R? den orientierten Rand
X = (—v) + 6. Mit K (%) = (—y,0) erhalten wir K (%) - d(%) = —y dz und somit

T T
Y Y Y

voly(X) = /_f—y)dx—l—/é(—y)dx - nydx—/éydx.

Da der Integrand y entlang der z-Achse verschwindet, ist [;ydz = 0. Das verbleibende
Integral berechnet sich mittels der gegebenen Parametrisierung zu

2
voly(X) = /ydz = / r(l—cost)-%(r(t—sint))dt = ... = 3mr’
¥ 0

Planimeter: Vor der Entwicklung digitaler Computer hat man fiir verschiedene mathe-
matische Berechnungen geeignete feinmechanische Geréte entwickelt, wie zum Beispiel den
Rechenschieber. Ein Planimeter ist ein Gerét, bei dem man einen Stift einer geschlossenen
ebenen Kurve entlang fahrt und am Ende einen Naherungswert fiir den Flicheninhalt des
von der Kurve umschlossenen Bereichs ablesen kann. Ein auf kartesischen Koordinaten
basierendes Gerét ist aber in der Regel recht kompliziert. Verbliiffend einfach zu realisieren
ist dagegen ein Planimeter, das auf Polarkoordinaten basiert.

Das Polarplanimeter von Amsler: Jacob Amsler (1823-1912) erfand dieses Gerét im
Jahr 1856. Er griindete in Schaffhausen eine Firma, die bis 1970 existierte und unzéhlige
mathematische Prézisionsinstrumente herstellte.

Das Gerit besteht aus einem Leitarm, dessen eines Ende beweglich im Ursprung (8)
ausserhalb von X gelagert ist, und dessen anderes Ende durch ein Gelenk mit dem Fahrarm
verbunden ist. Am &usseren Ende des Fahrarms ist ein Stift befestigt, welcher den Rand

59



11.4 Integralsatz von Green im R?

0X entlang gefiihrt wird. Nahe dem Zwischengelenk ist ein Z&hlrad mit Achse parallel zum
Fahrarm befestigt, das wahrend der Bewegung teilweise abrollt und teilweise entlangschleift
und dabei nur denjenigen Teil der Bewegung mitzéahlt, welcher in Rollrichtung liegt. Dies
entspricht dem Skalarprodukt im vektoriellen Kurvenintegral.

In der folgenden Aufsicht bezeichnen m und ¢ die konstanten Langen des Leit- bzw.
Fahrarms und r die variable Lénge der dritten Seite des durch diese gebildeten Dreiecks,
sowie ¢ und v variable Winkel.

Leitarm

Fahrarm

Stift

Die Position des Stifts in kartesischen Koordinaten ist (;) = (T cos *"). Mit dem Satz von

rsin ¢
Green fiir K (Z) = (=4, 3) erhalten wir also

rdy —ydz r?
volp(X) = / % = ... = / Edgp.
X X

Nach dem Kosinussatz gilt m? = r? 4 £2 — 2rf cos 1. Da ausserdem m und ¢ konstant sind

und nach dem Satz von Green somit |, ax m22_ 24 (z) = 0 ist, folgt

2 _ p2 2
vola(X) = / m = —; MCoswalgo = Z-/ rcos dp.
0Xx X

Berechnen wir nun, was das Zéhlrad misst. In komplexen Zahlen hat der Stift die Position
x + iy = re’?. Der Fahrarm hat die Richung ¢?®*%), und der Kontaktpunkt des Zihlrads
hat folglich die Position p := re® — e/*+t¥)w wobei die Konstante w € C die relative
Position des Ziahlrads in auf den Fahrarm bezogenen Koordinaten angibt. Die Achse des
Zihlrads hat ebenfalls die Richtung e ¢+%) seine dazu orthogonale Rollrichtung ist also
gleich ie?¥*%) Der Anteil der Bewegung dp des Zahlrads in Rollrichtung ist somit gleich

dp
Re( )

Seien u der Umfang und k die gemessene Gesamtzahl von Umdrehungen des Zahlrads.

Dann haben wir also p
. P
uk = /aXRe(iiei(S"“”))'
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11.5 Integralsatz von Gauss im R?

Nach einigen Umformungen ist dies gleich

/ rcosqﬂdw—/ (sin¢dr+1m(iw)d¢)—/ Im(iw) dep.
ox ox ox

Betrachte irgendeine Parametrisierung «: [a, b] — 0X. Da w konstant und y(a) = y(b) ist,
ist das letzte dieser Integrale nach der Definition im Abschnitt [[1.3] gleich

b
= 0.

a

/BX Im(iw)dp = / Im(iw) (p o) (t)dt = Im(iw) (@ oy)(t)

Andererseits hdngt » nur von ¢ ab, und somit ist das mittlere Integral gleich

/ax (sin ¢ dr + Im(iw) dyp) = /

0X

(sine 37 +Im(iw)) dyp = . f()dy

fiir die Funktion f(¢) := sin j—; + Im(iw). Mit irgendeiner Stammfunktion F' von f folgt

b
= 0.

a

b
f@as = [(Fovoa)t)wer)td = (Fovon()
0X a
Insgesamt erhalten wir deshalb

vola(X) = €~/ reostdy = luk.
ox

Der Flacheninhalt ist also proportional zur Gesamtzahl von Umdrehungen des Ziahlrads.
Der Proportionalitdatsfaktor hdngt nur von der Léange ¢ des Fahrarms und dem Umfang u
des Zahlrads ab, nicht aber von der Léange des Leitarms oder der Position des Zahlrads!

De facto kann man bei richtiger Anwendung des Geréts und entsprechender Erfahrung
eine Genauigkeit von bis zu 1% erreichen.

11.5 Integralsatz von Gauss im R?
Seien weiter K = K () = (K1, Ky) ein C'-Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge U C R?
und X eine kompakte Teilmenge von U mit orientiertem stiickweise C*-Rand 0X.

Definition: Das Skalarfeld div K := % + 86—[;2 auf U heisst die Divergenz von K.
Der Satz von Green {ibersetzt sich damit schnell in den folgenden Divergenzsatz:

Integralsatz von Gauss: Fiir alle K und X C U wie oben gilt

/diVKdV012 = Kldy—KQde’
X 0X

Definition: Ein Vektor, der orthogonal zur Tangente in einem reguldren Punkt einer Kurve

ist, heisst Normalenvektor. In jedem reguldren Punkt (Z) € 0X bezeichne n = n(:yc) den
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11.6  Vektorielles Flachenintegral

eindeutigen von X aus nmach aussen gerichteten Einheitsnormalenvektor auf 0X. Damit
lasst sich der Satz von Gauss wie folgt umformulieren:

Integralsatz von Gauss: Fiir alle K und X C U wie oben gilt
/ div K dvoly = K - ndvol; .
X

Bedeutung: Die Divergenz eines Vektorfelds ist die ortliche Rate der Dichtezunahme (bei
negativem Vorzeichen also der -abnahme) eines stromenden Mediums, oder die ortliche
Produktionsrate (bzw. bei negativem Vorzeichen die Absorptionsrate) eines stationéren
Mediums. Die beiden Phdnomene konnen auch kombiniert auftreten, wenn zum Beispiel
ein stromendes Gas sich gleichzeitig komprimiert oder ausdehnt, oder wenn durch eine
chemische Reaktion weiteres Gas produziert wird. In jedem Fall ist die linke Seite im Satz
von Gauss die Anderungsrate der Gesamtmenge des in X vorhandenen Mediums.

Auf der anderen Seite zerlegt sich das Stromungsfeld K in einem reguldren Randpunkt
in einen zum Rand parallelen Anteil und einen dazu orthogonalen Anteil K - n. Ersterer
beschreibt eine Stromung entlang des Rands, wéhrend letzterer die ortliche Flussratte
durch den Rand hindurch angibt. Die rechte Seite im Satz von Gauss ist also die gesamte
von X aus nach aussen gerichtete Flussrate von K durch 0X.

Der Satz von Gauss lédsst sich somit als Erhaltungssatz interpretieren in dem Sinn,
dass die Gesamtproduktionsrate in X gleich der Gesamtflussrate durch 0X hindurch nach
aussen sein muss.

Beispiel: Sei X die Kreisscheibe vom Radius 7 um den Nullpunkt in R2?. Das lineare
Stromungsfeld K (z) = (Z;IZZ) hat die konstante Divergenz div K = a + d. Die Gesamt-
produktionsrate von K in X ist somit [, div K dvoly = (a + d) - voly(X) = (a + d)nr?.
Nach dem Satz von Gauss ist dies gleich der Gesamtflussrate |, ax I - ndvoly von K durch
0X hindurch nach aussen. Diese kann man mit mit etwas Rechenaufwand auch direkt

berechnen.

11.6 Vektorielles Fliachenintegral

Seien B eine Teilmenge von R? und ¢: B — F eine C'!'-Parametrisierung einer Fliche
F C R3, wie in Abschnitt 10.8

Definition: Das vektoriclle Flichenintegral eines Vektorfelds K: F — R? {iber F ist, falls
es existiert, definiert durch

/K-dw = /(Ko<p)-(<pu><<pv)dvolg.
F B

Definition: In jedem reguléren Punkt von ¢ sind ¢, und ¢, linear unabhéngig, und folglich

ist n:= % ein auf der Flache F' senkrecht stehender Einheitsnormalenvektor.
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11.7 Integralsatz von Gauss im R3

Damit lasst sich das vektorielle Fléachenintegral als skalares Flachenintegral schreiben:

/K-dw = /(Koap)-n-|<pu><g0v|dv012 = /K-ndvolg.
F B F

Definition: Die Angabe aller zu einer Parametrisierung assoziierter Einheitsnormalenvek-
toren heisst eine Orientierung von F'. Zu jeder Orientierung mit den Einheitsnormalenvek-
toren n gibt es die entgegengesetzte Orientierung mit den Einheitsnormalenvektoren —n.

Definition: Eine Umparametrisierung 1: B — B wie in Abschnitt 0.8 heisst orientie-
rungserhaltend, wenn {iberall det Vi > 0 ist. Dies ist dquivalent dazu, dass die zu ¢ o
und ¢ assoziierten Einheitsnormalenvektoren gleich sind. Eine Umparametrisierung ¢ mit
det V¢ < 0 iiberall heisst orientierungvertauschend.

Satz: Das vektorielle Fléchenintegral ist invariant unter orientierungserhaltender Umpara-
metrisierung. Dagegen bewirkt jede orientierungsvertauschende Umparametrisierung einen
Vorzeichenwechsel.

Bedeutung: Das Skalarprodukt K -n misst den Anteil des Vektorfelds in die Richtung n,
das heisst, durch die Flache hindurch. Das Integral von K misst daher den Gesamtfluss
von K durch F' in Richtung n.

11.7 Integralsatz von Gauss im R?

Sei X eine kompakte Teilmenge von R?, deren Rand dX eine C'-Parametrisierung als
Fléache besitzt.

Definition: Wir versehen 0X mit derjenigen Orientierung, bei der die Einheitsnormalen-
vektoren n von X aus gesehen nach aussen zeigen.

Sei weiter K = (K, Ky, K3) ein C'-Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge U C R3
Definition: Das Skalarfeld div K := %—I;ll + %—[;22 + %—i{: auf U heisst die Divergenz von K.

Integralsatz von Gauss: Fiir alle K und X C U wie oben gilt

/ div K dvols = K - ndvol,y .
X X

Die Beleuchtung dieses Satzes ist dieselbe wie im R? in Abschnitt [T.5

Beispiel: Betrachte den auf der Spitze stehenden Kegel

X::{(g)GR?"mgzgl}.
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11.7 Integralsatz von Gauss im R3

Sein Rand 0X besteht aus der durch /22 4+ y? < z = 1 definierten Kreisscheibe F; und
der durch \/x2 + y?2 = z < 1 definierten Mantelfdche F5. Wir versehen sie mit den Para-

metrisierungen

pr:Bri={(N e R V@ T 2 <1} 3 (1) = (v),

1

2 By={(1) €R [V +2 <1} 3 () o (b ).
Der zu ¢ assoziierte Einheitsnormalenvektor auf F ist iiberall gleich (0), zeigt also
nach oben und somit von X aus gesehen nach aussen, wie VerlaggL[)er Zu (py assoziierte
Einheitsnormalenvektor auf F, im Punkt ( ) ist gleich == (—v/\/u—QIW ), zeigt also schrég
nach oben und nach X hinein. Dies widerspricht zwar der obigen Definition; anstatt die
Parametrisierung zu dndern, kénnen wir aber genauso gut das Fléachenintegral iiber F,
mit einem Minuszeichen versehen. Fiir das Vektorfeld K ( :yc) = 2z —yz, 2z + 3y, Yy — 2)
berechnen wir jedes der folgenden Integrale explizit: ’

/ div K dvols = K - ndvoly, — K - ndvol,
X Fy Py F Py
an r _n
3 3

Von diesen ist das letzte am aufwendigsten zu berechnen. Mit dem Satz von Gauss kann
man also seine Berechnung auf die beiden anderen, einfacheren Integrale reduzieren.

Beispiel: Betrachte das Vektorfeld K(x) := a auf R3 \ {0} fiir eine Konstante ¢ # 0.
Betrachte den Rand dBg der Vollkugel Br := {r € R?® : |z| < R} vom Radius R > 0,
wie oben orientiert durch den iiberall nach aussen gerichteten Normalenvektor n. In jedem

Punkt x € 0Bpg ist dann n = ﬁ, und das Fléchenintegral berechnet sich schnell durch

cr c
/K -ndvoly, = W |$| dv012 /| z dvoly(z) = 2 -voly(0BR) = 4me.
O0BRr OBR

Wieso ist dieser Wert unabhéingig von R? Héngt das mit dem Satz von Gauss zusammmen?
Eine kurze Rechnung zeigt (“1) — e~ 3% 1nd somit div K = 0. Wenn der Satz,

z|3 z|3 z[°
von Gauss auf Br anwendbar War‘e‘ SO m‘iilsste ée|r Fluss also 0 sein anstatt 4mc. Er ist
aber nicht anwendbar, weil das Vektorfeld im Nullpunkt 0 € Bj eine Singularitéit hat!
Stattdessen ist er anwendbar auf die Kugelschale Bp ~\ By, fiir alle R > R > 0. Deren
Rand besteht aus dem &usseren Teil 0Bg mit der obigen Orientierung und dem inneren

Teil 0Br mit der entgegengesetzten Orientierung. Nach dem Satz von Gauss gilt also

/K-ndvob — /K~ndv012 = /dideV013 = 0,

6BR/ 8BR BR’ \B%
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11.8 Integralsatz von Stokes im R3

was tatséchlich die Unabhéngigkeit von R erklart.

Beispiel: Berechne den Fluss von K(z) := 1215 hach aussen durch den Rand des Wiirfels

W = [—a,a]® C R3 fiir gegebenes a > 0. Lisung: Wihle 0 < R < a, so dass die Vollkugel
Bpr ganz im Inneren von W enthalten ist. Der Satz von Gauss besagt dann

/K-ndvolg - /K-ndvob :/dideV013 = 0.
oW OBg WB%

Also gilt

/K-ndv012 = /K-ndvolg = 4rec.
oW OBR

11.8 Integralsatz von Stokes im R?

Der Satz von Stokes entsteht durch Ubertragung des Satzes von Green auf eine para-
metrisierte Fliche im R3®. Sei B C R? eine kompakte Teilmenge mit einer stiickweise
C'-Randkurve 0B, wie in Abschnitt [T.4l Sei ¢: B — F eine C'-Parametrisierung einer
Fliche F C R3.

Definition: Wir setzen 0F := ¢(0B) mit der von 0B geerbten Orientierung.

Bedeutung: Die Fliache F ist gewissermassen zwischen ihrer Randkurve 9F aufgespannt,
wie z.B. ein Segel oder das Dach eines Zirkuszelts. Thre von ¢ induzierte Orientierung ist
ein System von Einheitsnormalenvektoren n, die eine der beiden Seiten von F' auszeichnet.
Die induzierte Orientierung von OF ist dadurch charakterisiert, dass, wenn wir auf der
durch n bezeichneten Seite von F' in diese Richtung dem Rand OF' entlang gehen, die
Punkte von F' nahe OF in Blickrichtung gesehen auf der linken Seite liegen. Diese Regel
gilt gleichermassen am &usseren Rand von F' wie an einem ‘Loch’ in F'.

Vorsicht: Mit OF ist hier nicht der Rand von F als allgemeine Teilmenge von R? gemeint,
welcher einfach wieder gleich F' wére.

Sei K = (%é) ein C''-Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge U C R3.
3

Definition: Das Vektorfeld

0 0K3 _ 9Ky

ox1 Kl Ox2 Ox3

L o 0 L OK1 _ OKs

rot K = VXK = | g [ x| Ko | = | 55 — %
0 0Ky  0Ki

Oxg K3 ox1 Oxo

auf U heisst die Rotation von K. Die englische Bezeichnung ist curl K.
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11.8 Integralsatz von Stokes im R3

Integralsatz von Stokes: Fiir alle K und F' C U wie oben gilt

/rotK-ndvolg = K -dx.
F F

Bedeutung: Wie im Satz von Green ist die rechte Seite die Zirkulation von K entlang OF
und ist ein Mass dafiir, wie sich K mit der Kurve X mitdreht. Die Rotation rot K misst
die lokale Zirkulationsrate fiir alle méglichen Drehrichtungen im R3, und das Skalarprodukt
rot K -n ist deren Anteil fiir Drehungen in der Tangentialebene an F'. Der Satz von Stokes
driickt also die Gesamtzirkulation auf zwei verschiedene Weisen aus.

Beispiel: Sei K(x) := w x z das Geschwindigkeitsfeld einer gleichméssigen Drehung um
die Achse Rw fiir w € R \ {0}. Dann ist iiberall rot K = 2w. Dass die Rotation iiberall
gleich ist, kann man dadurch erkldren, dass jede Drehung um eine gegebene Achse sich als
Komposition der entsprechenden Drehung um eine beliebige dazu parallele Achse mit einer
geeigneten Translation schreiben lésst.

Beispiel: Betrachte die halbe Sphére F' := {(:yc) ‘ 24+ + 22 =1A22 0} mit der

nach oben, also vom Ursprung weg, gerichteten Orientierung. Thr Rand ist die Kreislinie
mit der von der Parametrisierung v: [0,27] — R3, ¢ (gﬁg g) induzierten Orientierung.

x y(z2—z2 . x 2z(z—y . .
Betrachte das Vektorfeld K(g) = (Zgi’gizgi) mit rot K(ZZ/) = (mgié —_m;ZQ). Die beiden
Seiten im Satz von Stokes berechnen wir direkt bzw. mittels Kugelkoordinaten zu 3.

Bemerkung: Ein Vektorfeld K mit rot K = 0 heisst rotationsfrei. Nach dem Satz in
Abschnitt [[1.2] ist dies dquivalent dazu, dass K lokal ein Potential besitzt.

Beispiel: Sei K(z) := o auf X o= R3 \ Rw wie im letzten Beispiel in Abschnitt ITT.3l
Dann ist K rotationsfrei und hat iiberall lokal ein Potential, aber nicht global. Ausserdem
ist fiir jeden geschlossenen Weg v in X mit Windungszahl k das Integral f,y K(x)-dx = 2rk.
Dass dieser Wert nur von der Windungszahl abhéngt, kann man mit dem Satz von Stokes
erkliaren. Denn seien v und 7' zwei geschlossene Wege in X mit Windungszahl k. Dann kann
man zeigen, dass eine parametrisierte kompakte Fliache F' C X existiert mit 0F = v+(—~/).

Wegen rot K = 0 gilt somit nach dem Satz von Stokes

/K-dx —/K-dz = /rotK-ndvob = 0.
vy vy F

Bemerkung: Wie im Satz von Green sind beide Seiten im Satz von Stokes additiv unter
Zerlegung von F'. Daher gilt der Satz auch fiir Fldchen, die aus endlich vielen separat
parametrisierten Stiicken zusammengesetzt sind, sofern deren Orientierungen entlang der
Schnittkurven zusammen passen. Der orientierte Rand OF einer so zusammengesetzten
Flache F' = F1U...UF, entsteht aus 0F; + ...+ OF, durch Streichen aller Schnittkurven,
die genau zweimal mit entgegengesetzter Orientierung auftreten. Wenn danach 0F = @&
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ist, heisst die Flache geschlossen oder eine Fldiche ohne Rand. Ein Beispiel dafiir ist die
Oberfliche jedes hinreichend gutartigen Kérpers im R? mit der nach aussen gerichteten
Orientierung, wie zum Beispiel eine Sphére oder die Oberflache eines Torus. Da fiir eine
geschlossene Fliche die linke Seite im Satz von Stokes automatisch verschwindet, erhalten
wir:

Folge: Fiir jede geschlossene Fliache F' besagt der Satz von Stokes

/rotK-ndvob =0
F
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