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1. Die Potenzreihenentwicklung von v/1 — 2z2 lautet...
(a) 1712+%x47%16+...
(b) 1+x2+%x4+%x5+...
g2 1,4 1.6
C 11—z 3T 3T
d 1—2? —a*—32% — ...
(
(e) 1—ac2+x4—3.’c6+...

Die Binomialreihe besagt
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Also ist (c) richtig.



2. Welche der folgenden Funktionen stellt die Potenzreihe S, ka® dar?

(a) a-ot
(b) -2
(¢) a+a=)2
(d) z-a-z"2
() z-(1—a)3

Antwort (d) ist korrekt. Ein Losungsweg ist Ausrechnen jeder der 5 Funktionen
mit der Binomialreihe und Koeffizientenvergleich bzw. Taylorentwickling. Fiir
einen anderen Losungsweg erinnert man sich an die Formeln

und -
(1—2)" Zk::vkl Zk—i—l)
k=0
Deren Differenz ist
i = i k+1)zk — i z*
k= k=0 k=0

l—-2)?-(Q-2)t=2-(1-2)2%

kak = Zx (2h) = (Z:ﬂk)'
k=0
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3. Welche Funktion wird durch die Reihe 372, *—HZH dargestellt?

(a)  sin(z) + sinh(a).

(b)  @sin(z) + 1 sinh(a).

(¢)  wsin(z) + zsinh(z).

(d) wcos(z) + L cosh(z).
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und o0 p2k+2 s 2k+1

kzzo 2k—|—1 :x~kz_0(—1)k~(;;w = zsin(z)

ist (b) richtig.

4. Das Restglied in der Taylorentwicklung von f an der Stelle z¢ ist gleich ...

(n+1) (5 n

(a)  Ra(e) = L7 - (@ —ao)™

(b) Ry, (z) = (N)(T (x — 20)" ! mit 7 zwischen zo und z.
n41

(C) Ry (z) = % - (z — 20)" ! mit 7 zwischen zo und z.

(d) Ry (z) = fO*TY () - (& — 20)" ! mit 7 zwischen z¢ und z.

Die korrekte Antwort ist (c).

5. Sei f + R — R eine beliebig oft stetig differenzierbare Funktion. Welche der folgenden Aussagen

ist im allgemeinen nicht richtig?

(a) f hat eine Taylorreihe bei zg = 0.

(b) Der Konvergenzradius der Taylorreihe ist > 0, aber nicht notwendig > 0.
(C) Dort, wo die Taylorreihe konvergiert, stellt sie die Funktion f dar.

(d) Wenn f durch eine Potenzreihe gegeben ist, so ist diese gleich der Taylorreihe.

(c) ist falsch. Ein Beispiel ist die Funktion f mit f(0) = 0 und f(x) = e~/
fiir ¢ # 0. Diese ist beliebig oft stetig differenzierbar, aber ihre Taylorreihe bei
xo = 0 ist identisch gleich 0 und daher fiir & # 0 verschieden von f(x). Die
iibrigen Aussagen sind richtig.



6. Hinweis fiir dies Aufgabe: Benutze das Skript von Blatter. Sei f : I — R eine Funktion mit
f(€) =0 fiir ein £ € I und sei (z,)n,>0 eine mit Hilfe des Newton-Verfahrens bestimmte Folge in I

mit x,, — & fiir n — co. Was bedeutet die quadratische Konvergenz des Verfahrens? Es gibt ...
(a) fiir jedes € > 0 ein N > 0, so dass fiir alle n > N gilt: |xy4+1 — zn| < e2.

(b) fiir jedes € > 0 ein N > 0, so dass fiir alle n > N gilt: |z, — &| < g2,

(C) ein C > 0 und ein N > 0 so dass fiir alle n > N gilt: |z,41 — &] < Clz, — &|%.

(d) ein C > 0 und ein N > 0, so dass fiir alle n > N gilt: |z,, — £| < Cn%A

“Quadratische Konvergenz” ist eine stirkere Eigenschaft als “Konvergenz”, d.h.
jede quadratisch konvergente Folge ist auch konvergent, aber nicht umgekehrt.
Wie aus der Vorlesung bekannt, ist (c) die richtige Definition.

Die Forderung in (d) ist echt schwécher als die nach quadratischer Konver-
genz. Sie wird zum Beispiel von der durch z,, = £ + # gegebenen Folge erfiillt
(mit C = N = 1), aber diese ist nicht quadratisch konvergent: Es gilt ndmlich

|Znt1 — €] _ !
Za—CP 1P

— oo fiir n — oo,

und damit erfiillt (z,,) die Forderung in (c) fiir keine Wahl von C' und N.

Jede Folge (x,) mit z, — &, z.B. die aus dem vorigen Absatz, hat die
Eigenschaften in (a) und (b). Das folgt durch Anwendung der Dreiecksunglei-
chung bzw. direkt aus der Definition der Konvergenz. Sie sind also ebenfalls echt
schwiicher als die in (c) geforderte.



