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1. Der Grenzwert von lim,_.q (H'm + “”T_l) ist...

xT

(a) oo.
(b) 0.
(¢) 1.
(d) 2.

(e) Existiert nicht.

Seien
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a(x) = und b(x) := .
() = = () = =
Damit ist unser Grenzwert also gegeben durch lim,_,o(a(z) + b(z)). Da die
Grenzwerte separat nicht existieren, beziehungsweise nicht endlich sind, diirfen
wir sie nicht auseinanderziehen und separat berechnen. Wir kénnen jedoch di-

rekt rechnen 5
lim (a(z) + b(z)) = lim — = 2.
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2. Satz. Alle Pferde haben dieselbe Farbe.

[Beweis] Sei P(n) die Aussage, dass in jeder Ansammlung von n Pferden alle
Pferde dieselbe Farbe haben. Offensichtlich ist P(1) wahr.

Im k-ten Induktionsschritt nehmen wir an, dass P(k) wahr sei, und beweisen
P(k+1). Dazu betrachten wir eine beliebige Gruppe von k+1 Pferden. Schicken
wir eines weg, so bleiben k Pferde iiber, die also alle die gleiche Farbe haben.
Holen wir das Pferd zuriick und schicken ein anderes weg, so bleiben wieder
k Pferde tiber, die dann auch alle die gleiche Farbe haben. Pferde &ndern ihre
Farbe nicht, also muss dies dieselbe Farbe wie die der ersten Gruppe sein. Somit
haben alle k£ + 1 Pferde die gleiche Farbe.

Damit gilt P(k) fiir alle k > 1.
Wo liegt der Fehler in diesem Induktionsbeweis?

(a) Der Induktionsanfang fehlt.

(b) Der Induktionsanfang ist falsch.

(¢) Der Induktionsschritt ist fiir & = 1 falsch.

(d) Der Induktionsschritt ist fiir alle k& € N falsch.

(e) Vollstindige Induktion lédsst sich nur anwenden, wenn es fiir jedes n € N
eine Aussage zu beweisen gibt. Da es nur endlich viele Pferde gibt, ist das
hier nicht der Fall.

Sei N die Zahl aller Pferde. Es ist keineswegs so, dass die Aussage P(k) fiir
k > N nicht existiert oder keinen Sinn ergibt, sondern sie hat dann die Form
“Fiir alle Elemente der leeren Menge gilt...” und ist damit trivialerweise wahr.
Abgesehen davon kann man die Methode der vollstindigen Induktion durchaus
auch verwenden, wenn man nur N Aussagen P(1),..., P(/N) zu beweisen hat.
Der Beweis bricht dann zwar beim N-ten Induktionsschritt ab, aber das ist
nicht relevant fiir den induktiven Beweis der ersten N Aussagen. Deswegen ist
(e) kein berechtigter Einwand.

Der Induktionsanfang ist die Aussage, dass P(1) wahr ist - was auch tatséchlich
S0 ist, denn in einer “Ansammlung” von einem Pferd haben alle Pferde die glei-
che Farbe. (a) und (b) sind also nicht die richtigen Antworten auf unsere Frage.

Der Haken liegt beim ersten Induktionsschritt, also beim Ubergang von k = 1
zu k = 2: Wenn wir von zwei Pferden eines wegschicken, sagt uns die Induk-
tionsvoraussetzung nur, dass das iibrige Pferd eine bestimmte Farbe hat. Das
gleiche gilt, wenn wir das andere Pferd wegschicken. Daraus konnen wir aber
nicht schliessen, dass die jeweilige Farbe fiir beide iibereinstimmt, weil es kein
Pferd gibt, das Teil beider Gruppen von iibrig gebliebenen Pferden ist. (c) ist
daher die korrekte Antwort.

Fiir alle £ > 2 ist der Induktionsschritt dagegen korrekt, weil es jeweils minde-
stens ein Pferd gibt, das nicht weggeschickt wird und die gleiche Farbe wie alle
anderen hat. (d) ist demnach nicht die richtige Antwort.



3. Die Asymptote(n) der Funktion f(x) := ﬁ%ﬁé_‘l ist / sind...
(a) Die Funktion g(z) = z und die vertikale Gerade bei z = —2.
(b) Nur die Funktion g(z) = «.

(¢) Nur die vertikale Gerade bei x = —2.

(d) Die Funktion f(x) besitzt keine Asymptoten.

(e) Es existiert eine Asymptote, jedoch keine von den oben erwéihnten.

Es gilt
li = .
Jim, ) = Fo0
Somit ist die vertikale Gerade bei x = —2 eine Asymptote. Ausserdem erhalten
wir
m = lim f@) =1 und b= lim (f(z) —ma)=0.
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Also ist die Gerade h(z) = x eine Asymptote. In der Tat gilt

lim (f(z) — h(x)) =0.
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(Fiir x — —oo haben wir auch noch eine Asymptote, sie entspricht in diesem
Beispiel allerdings gerade g(z) = z.)



