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1. Das Integral fil |t] dt betragt...

(a) o

(b) 1
(c) 2
(d) a

(e) Keine der obigen Antworten ist richtig.

Es gelten [t| = —t fir t < 0 und [¢t| = ¢ fir ¢ > 0. Durch Aufteilung des
Integrationsbereichs und Anwendung des Hauptsatzes der Infinitesimalrechnung

erhalten wir
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Alternativ kann man die Aufgabe geometrisch 16sen: Das Integral f_ll |t] dt
ist der Inhalt der Fliche, die der Funktionsgraph mit der z-Achse einschliesst:

Die beiden Dreiecke bilden zusammen ein Quadrat mit Seitenlédnge 1, welches
den Fldacheninhalt 1 hat. Mithin gilt f_ll [t| dt = 1.



2. Sei f:[3,00) — R definiert durch f(z) := [ sin(t)dt. Wie lautet die Gleichung der Ableitung

von f?
(a)  f(z) = cos(z) — cos(3).

(b)  f'(z) = sin(z) — sin(3).

(¢)  f'(x) = cos(a).

(d)  f'(2) = sin(x).

(e) Keine der Gleichungen ist korrekt.

Sei f eine stetige Funktion und a eine Konstante. Der Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung besagt, dass die Funktion F mit F(z) = [ f(t)dt eine
Stammfunktion von f ist. Es gilt also F'(z) = f(z). Setze hier fiir f die Funktion
f(z) = sin(z) und a = 3 ein.

Alternativ kann man auch direkt das Integral berechnen und erhélt

x

x
f(z) = / sin(t)dt = —cos(t) = —cos(x) + cos(3).

3 t=3
Also ist f'(x) = (— cos(z) + cos(3))" = sin(x).
3. Den Hauptsatz der Infinitesimalrechnung fiir eine stetige Funktion f : [a,b] — R gibt es in
verschiedenen Versionen. Welche ist keine davon?
(a) Falls F' eine Stammfunktion von f ist, gilt f: f(z)dx = F(b) — F(a).
(b) Die Funktion ¢ — fat f(z) dz ist eine Stammfunktion von f.
(C) Es existiert ein £ € [a, b] mit fab f(x)dx = f(&)(b—a).

(d) Die Funktion F : [a,b] = R, = — f; f(t) dt ist differenzierbar mit F’ = f.

(b) ist Version A und (a) ist Version B des Hauptsatzes der Infinitesimalrech-
nung. (d) entsteht aus (b), indem man die Definition von Stammfunktion ein-
setzt. Aussage (c¢) ist zwar ebenfalls richtig (sie folgt aus dem Mittelwertsatz und
wird im Blatter-Skript als Mittelwertsatz der Integralrechnung bezeichnet), ist
jedoch anders geartet.



4. Welche der folgenden Implikationen fiir eine Funktion f ist richtig?

(a) f ist integrierbar = f ist differenzierbar = f ist stetig.
(b) f ist stetig = f ist differenzierbar = f ist integrierbar.
(C) f ist differenzierbar = f ist stetig = f ist integrierbar.
(d) f ist integrierbar = f ist stetig = f ist differenzierbar.

Korrekt ist nur (c); die Eigenschaften wurden besprochen. Die Umkehrungen
gelten nicht: Zum Beispiel ist die Betragsfunktion x +— |z| stetig aber nicht
differenzierbar, und eine stiickweise stetige Funktion wie die Signumsfunktion
x +— sgn(x) ist integrierbar aber nicht stetig.
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5. Das Integral / e 2tat ist gleich ...
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(e) Keine der obigen Antworten ist richtig.

Anwendung des Hauptsatzes der Infinitesimalrechnung ergibt
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6. Das Integral / sin(%)dt ist gleich ...
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Anwendung des Hauptsatzes der Infinitesimalrechnung ergibt
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7. Welche der folgenden Aussagen ist richtig?

/912 sin(z)dz = ...
(a) —2”cos(z) + 2 [ xcos(z)dz.
(b
(c

) wcos(x) — 2 [ wcos(z)da.

)
(d)  #*sin(z) — 2 [ 22 cos(z)dz.

)

)

2% sin(z) + 2 [ 22 cos(x)dz.

(e
(f

—a? cos(z) — 2 [ @ cos(z)da.
2% cos(z) + 2 [  cos(z)dz.
Verwende partielle Integration.

8. Welche der folgenden Aussagen ist richtig?

2 e®
/ ———dx = ...
1 1+521

(a)  foos2 Lyt

(b) [ tzar.

(c)  [io%2 fyar.

(d) s 2,4

142
(e) f:2 Tzt

Wir benutzen die Substitution t = e*, womit dt = e*dr und x =1t =e,x =
2&t=e?,



9. Welche der folgenden Aussagen ist richtig?

(a) F+c

(b) (arctan )2 + C

1 1 d
(C) 2z (1+x2) +3 S 12(1iz2)‘

(d) gz +3/2+0

(€ d% -4/t

(f) 21(11“52) _ ﬁ _ arctzan z 4 C.

a1 N2
de \1+22) (1 +a2)2

Somit ist die erste Antwort falsch. Wir schreiben

11 2
(14+22)2 27 (1+22)2

Es gilt

und erhalten mit partieller Integration

/L 2w 1 +}/ dx
2z (1+22)2  2z(1+22) 2 ) 22(1+22)

Deswegen ist die dritte Aussage korrekt. Machen wir eine Bruchzerlegung, dann
erhalten wir weiter

dx 9 dz 1
/M/x dl’*/mzfgfarctan(x)+c.

Somit ist auch die letzte Aussage richtig.



10. Seien p(x), g(z) Polynome und «a eine Nullstelle von g(z). Welche der folgenden Aussagen ist
richtig?

(a) Es gibt eine Konstante A, eine Zahl m > 1 und eine rationale Funktion R(z), die in « keinen
Pol hat, so dass

p(z) _ A -
a@) o O

(b) Falls « eine einfache Nullstelle von g(z) ist, so gibt es eine Konstante A, eine Zahl m > 1
und eine rationale Funktion R(z), die in a keinen Pol hat, so dass

o)A
@)~ @y T

(C) Falls o eine doppelte Nullstelle von g(z) ist, so gibt es Konstanten A, B und eine rationale
Funktion R(zx), die in « keinen Pol hat, so dass

% = %J_rf; + R(x).

(d) Falls o eine doppelte Nullstelle von g(z) ist, so gibt es Konstanten A, B und eine rationale
Funktion R(zx), die in « keinen Pol hat, so dass

p(x) A B
@ G- Faoa T

Das Beispiel
p(x) 1 1

(o) w12 a1
zeigt, dass die erste Aussage falsch ist, falls m # 1. Fiir « einfache Nullstelle, ist

es immer moglich % als xfa + R(x) mit R(z) ohne Polen in o umzuschreiben,

somit ist die zweite Aussage richtig. Die letzten zwei Aussagen sind dquivalent,
- Bz+(A—aB .
denn % = HLQ + (;+232 und (xiy)? + xfa = % Diese Aussagen

sind auch richtig, siehe S. 52 in Blatter.




