D-MATH Algebra 11 FS 2016
Prof. Richard Pink

Musterlosung 18

TRANSZENDENTE ERWEITERUNGEN UND KORPERHOMOMORPHISMEN

1. Seien L/K und M/L Korpererweiterungen. Zeige, dass
trdeg(M/K) = trdeg(M/L) + trdeg(L/K)

ist.

Lésung: Seien S und T Transzendenzbasen von L/K, beziehungsweise M /L. Wir
zeigen, dass S U T eine Transzendenzbasis von M /K ist:

Die Erweiterungen L/K(S) und M/L(T) sind algebraisch, da S, beziehungswei-
se T, Transzendenzbasen von L/K, beziehungsweise M/L, sind. Elemente von
L(T) sind rationale Funktionen in den Variablen aus 7' mit Koeffizienten in L.
Da L/K(S) algebraisch ist und wegen 7" C K (S UT) ist somit L(T)/K(SUT)
algebraisch. Also ist M/K (S UT) algebraisch, da M/L(S) und L(S)/K(SUT)
algebraisch sind.

Die Menge S U T ist zudem algebraisch unabhéngig iiber K, denn wére f €
K[Xy,...,X,] ein von 0 verschiedenes Polynom mit f(si,..., Sk, t1,...,t;) = 0
fiir sq,...,s, € Sund ty,...,t, € T, so wire

g(Xl,...,Xg) = f(Sl,...,Sk,Xl,...,Xg) EK(S)[Xl,,X@] C L[Xl,...,Xg]

ein von 0 verschiedenes Polynom, da S algebraisch unabhéngig iiber K ist, und
nach Konstruktion wére g(tq,...,t;) = 0, im Widerspruch zur Annahme, dass T
algebraisch unabhéngig iiber L ist.

2. Zeige: Eine Korpererweiterung L/K ist genau dann rein transzendent, wenn L
isomorph iiber K zum Quotientenkorper eines Polynomrings iiber K ist.

Bemerkung: Isomorph iiber K bedeutet, dass ein Isomorphismus existiert, der auf
K die Identitat ist.

Losung: Wir zeigen zuerst, dass der Quotientenkorper eines beliebigen Polynom-
rings rein transzendent ist. Sei also K ((X,),en) ein solcher Quotientenkorper. Wir
miissen zeigen, dass kein nichtverschwindendes Polynom f € K[(X,),en] existiert
mit f((X,).en) = 0. Das gilt offensichtlich nach Definition.

Sei nun L = K((a,),en) eine rein transzendente Korpererweiterung mit Transzen-
denzbasis {a, : v € N}. Betrachte die Auswertungsabbildung

eval: K[(X,)ven] = K[(a)ven] : f = f((a))ven)-
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Sie ist offensichtlich ein surjektiver Ringhomomorphismus, der auf K die Iden-
titat ist. Wir zeigen Injektivitat und betrachten dazu ein f € Ker(eval), das heisst
f((ay)ven) = 0.Da{a, : v € N} algebraisch unabhéngig ist, folgt, dass f das Null-
polynom ist und somit ist die Auswertungsabbildung injektiv. Folglich lédsst sich
eval zu einem surjektiven Kérperhomorphismus, also einem Korperisomorphismus,
der Quotientenkorper K ((X,),en) — K((ay)yen) fortsetzen, der auf K die Iden-
titat ist.

. Seien a, b € C zwei verschiedene dritte Wurzeln von 2 und sei ¢ € C die imaginére
Einheit mit i = —1. Bestimme alle Kérperhomomorphismen

(a) Q(a,i) — C.
(b) Q(a,b) — C.

Lésung: Zur Vorbereitung bestimmen wir alle Homomorphismen Q(a) — C. Nach
dem Eisensteinkriterium fiir p = 2 ist das Polynom X? — 2 irreduzibel iiber Q. Da
es die Nullstelle a hat, ist es das Minimalpolynom von «a iiber Q. Nach Abschnitt
5.3 der Vorlesung haben wir somit einen Isomorphismus

QX]/(X* = 2) = Q(a), f(X)+(X*=2)— f(a).

Wir miissen also alle Ringhomomorphismen Q[X]/(X?®—2) — C bestimmen. Nach
der universellen Eigenschaft des Faktorrings entsprechen diese genau den Ring-
homomorphismen ¢: Q[X] — C mit p(X? —2) = 0. Da Q der Primkérper von C
ist, ist jeder Homomorphismus @Q — C gleich der gegebenen Inklusionsabbildung.
Die Ringhomomorphismen ¢: Q[X]| — C sind also genau die Abbildungen f(X) —
f(w) fiir alle w € C. Fiir einen solchen ist weiter (X% —2) = w® —2 = 0
genau dann, wenn w € C eine dritte Wurzel aus 2 ist. Somit entsprechen die
Homomorphismen Q(a) — C genau den drei verschiedenen dritten Wurzeln aus 2.

Die Wahl w = +/2 € R liefert dabei in jedem Fall einen Homomorphismus Q(a) <
R, unabhéngig davon, ob a selbst in R liegt oder nicht.

(a) Da Q(a) nach R eingebettet werden kann, das Polynom Y? + 1 aber keine
Nullstelle in R besitzt, hat das Polynom auch keine Nullstelle in Q(a) und ist daher
irreduzibel iiber Q(a). Somit ist Y?+1 das Minimalpolynom von ¢ iiber Q(a). Nach
Abschnitt 5.3 der Vorlesung haben wir somit einen Isomorphismus

Qa)Y]/(Y* +1) = Qla,i), fY)+ (Y +1) = f(i).

Mit dem gleichen Argument wie oben folgt, dass man alle Homomorphismen
Q(a,i) — C erhilt, indem man zuerst einen Homomorphismus Q(a) — C wiéhlt
und diesen so fortsetzt, dass i auf eine beliebige Nullstelle von Y2 4 1 abgebildet
wird. Es gibt also genau 6 verschiedene Kérperhomomorphismen ¢: Q(a,i) — C,
und diese sind bestimmt durch die Wahl von ¢(a) € {3/2, e>™/3:/2, e*™/35/2} und

(1) € {i,—i}.



Aliter 1: Man kann die Argumente auch anders anordnen und zuerst zeigen, dass
man einen Isomorphismus

QIX,Y]/(X?-2,Y2+1) = Q(a,i), f(X,Y)+ (X?+2,Y*+1)— f(a,i)

hat, und dann in einem einzigen Schritt auf diesen die universelle Eigenschaft des
Faktorrings anwenden.

Aliter 2: Man kann auch zuerst die Homomorphismen Q(a) — C und Q(i) — C
bestimmen, wobei letztere den beiden Moglichkeiten von (i) € {i, —i} entspre-
chen. Sodann schliesst man, dass sich je zwei solche Homomorphismen zu genau
einem Homomorphismus Q(a,i) — C kombinieren lassen, indem man zeigt, dass
die natiirliche Abbildung

Q(a) ®g Qi) — Q(a,i), u®v+—uv

ein Isomorphismus ist.

(b) Sei ¢ die dritte Nullstelle von X3 —2. Dann ist X3—2 = (X — a)(X — b)(X — ¢)
und somit ¢ = % € Q(a,b), und folglich Q(a, b) = Q(a, b, ¢). Jetzt ist die Situation
symmetrisch unter Vertauschung von a, b, c. Wir kénnen daher ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit annehmen, dass a = /2 und b = €2™/3/2 und ¢ = e*™/3/2 ist.

Betrachte das Polynom

PY) = (Y —B)(Y —¢) = 3;3__5 e Qa)]Y].

Da seine Koeffizienten in Q(a) C R, seine Nullstellen aber nicht in R liegen, hat es
keine Nullstellen in Q(a). Als Polynom vom Grad 2 ist es somit irreduzibel tiber
Q(a) und daher gleich dem gemeinsamen Minimalpolynom von b und ¢ iiber Q(a).
Daraus folgt [Q(a,b)/Q(a)] = 2, und mit der Multiplikativitét der Korpergrade

[Q(a,0)/Q] = [Q(a,b)/Q(a)] - [Q(a)/Q] = 2- 3 = 6.

Ausserdem haben wir nach Abschnitt 5.3 der Vorlesung einen Isomorphismus

(%) Qa)Y/(P(Y)) — Q(a,), f(Y)+ (P(Y)) = f(b).

Jeden Homomorphismus Q(a,b) — C konnen wir nun konstruieren, indem wir
zuerst einen Homomorphismus ¢: Q(a) — C wéhlen und diesen dann auf Q(a, b)
fortsetzen. Die Moglichkeiten fiir ¢ wurden oben beschrieben. Fiir festes ¢ be-
trachten wir C neu als Oberkorper von Q(a) via der Einbettung ¢. Diese bildet
das Polynom P(Y') auf das Polynom ?P(Y) := (Y? —2)/(Y — p(a)) ab. Mit dem
gleichen Argument wie oben, angewendet auf den Isomorphismus (x), entsprechen
dann die Fortsetzungen von ¢ auf Q(a, b) den verschiedenen Nullstellen von ? P(Y")
in C. Diese sind genau die beiden von ¢(a) verschiedenen dritten Wurzeln aus 2.
Die Zahl ¢ = 2/ab wird dann auf die verbleibende dritte Wurzel aus 2 abgebildet.
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*4.

Fazit: Jeder Homomorphismus Q(a,b) — C bildet die Menge {a, b, ¢} bijektiv auf
sich ab, und umgekehrt kommt jede solche bijektive Abbildung von genau einem
Homomorphismus her. Die Anzahl der Homomorphismen ist somit gleich 6.

Betrachte Korpererweiterungen M/L/K. Zeige: M /K ist endlich erzeugt genau
dann, wenn M/L und L/K endlich erzeugt sind.

Losung: Sind L/K und M/L endlich erzeugt, so ist auch M /K endlich erzeugt,
da die Vereinigung von Erzeugendensystemen von L/K und M/L ein Erzeugen-
densystem von M /K ist. Ist umgekehrt M /K endlich erzeugt, so ist auch M/L
endlich erzeugt, da ein Erzeugendensystem von M /K auch ein Erzeugendensystem
von M/L ist. Es bleibt also zu zeigen, dass L/K endlich erzeugt ist, wenn M/K
endlich erzeugt ist.

Es ist trdeg(L/K) < trdeg(M/K) < oo. Sei S eine endliche Transzendenzbasis
von L/K, und ergénze S zu einer endlichen Transzendenzbasis T' von M /K. Dann
ist M /K (T) algebraisch und endlich erzeugt, also endlich. Betrachte die Abbildung

@L@K(S)K(T)—)M, Zal®bzr—>2azbl

Behauptung: ¢ ist injektiv.

Beweis: Wenn nicht, sei ), a; ® b; ein von 0 verschiedenes Element im Kern von
. Wir schreiben jedes b; als b; = % mit f;,g; € K(S)[U] fir U := T~ S, und
gi # 0. Wegen g :=[], ¢; € K(T')* ist Durchmultiplizieren mit 1 ® g ein Automor-
phismus von L ®g gy K (T'), wir konnen also ohne Beschrénkung der Allgemeinheit
annehmen, dass alle b; € K(S)[U] sind.

Wir schreiben nun U = {uy,...,u,} und b; = > ; biifz_ﬁi fiir Multiindices j und mit
bi; € K(S). Dann ist B

Z a; ®b; = Z Z a; @ bi,l'ﬂi = Z <Z aibi,l) Qul.
i . A

j i
T N ——

=icy

(2

Da ), a; ® b; nach Voraussetzung von 0 verschieden ist, gibt es mindestens ein j
mit ¢; # 0. Aber dann ist auch

AT @) = Y e £,

J
Widerspruch. O

Die Abbildung ¢ ist ein Homomorphismus von K (7')-Vektorraumen. Da ¢ injektiv
ist, folgt

dimK(T) (L XK (S) K(T)) < dimK(T) M < .
Aber andererseits ist dimg ) L @k sy K(T') = dimg gy L, somit ist auch L/K(S)
endlich. Da schon K (S)/K endlich erzeugt ist, ist somit L/K endlich erzeugt.
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**#5. Der Satz von Liiroth besagt: Sei z transzendent iiber K, und sei K G L C K(x)
ein Zwischenkorper. Dann ist L = K(y) fir ein y € L. Beweise diesen Satz, oder
lies einen Beweis und fasse das Wesentliche daran zusammen.



