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KREISTEILUNGSKORPER UND ABELSCHE KORPERERWEITERUNGEN

1. Sei ( € C eine primitive 15te Einheitswurzel. Erstelle eine Liste aller Zwischen-
korper der Erweiterung Q(¢)/Q, mitsamt Inklusionen.

2. Konstruiere ein irreduzibles Polynom f € Q[X] vom Grad 5 mit Galoisgruppe
= 7./57. Beschreibe die komplexen Nullstellen von f durch Radikale.

3. (Artin-Schreier Theorie) Sei K ein Korper der Charakteristik p > 0. Sei L/K
galoissch mit I' := Gal(L/K) = () zyklisch der Ordnung p.

(a) Bestimme die Jordansche Normalform von v betrachtet als Endomorphismus
des K-Vektorraumes L.

(b) Zeige: Es existiert ein a € L mit y(a) = a + 1.

(c) Zeige: Es existiert ein a € L mit L = K(a) und a”? —a € K.
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4. Sei L/K eine endliche Korpererweiterung vom Grad m. Fiir jedes a € L ist die
Norm Np k(«) definiert als Determinante der K-linearen Abbildung po: L — L,
x — ax. Zeige:

(a) Ist X"+> "7~ ax X* das Minimalpolynom von v € L iiber K, so gilt Ny /xc(a) =
(=1)"ag"
(b) Die Norm induziert einen Homomorphismus L* — K*, a — Nk ().

(c) Ist L/K separabel und Hompg (L, K) = {o1,...,0,} fiir einen algebraischen
Abschluss K von K, so gilt Np/x(a) = o1(a) - - ().

(d) (Hilberts Satz 90) Ist L/ K galoissch und Gal(L/K) zyklisch mit Erzeugendem
o und ist v € L* mit Ny /k(a) =1, so ist a« = o(B)/ fiir ein 3 € L*.

Bitte wenden



*5. (Irreduzibilitit des Kreisteilungspolynoms) Sei n eine positive ganze Zahl und sei
f € Z[X] ein normierter irreduzibler Faktor von X™ — 1 mit Nullstelle ¢ € C.

(a) Zeige: Fir jede nichtnegative ganze Zahl k existiert ein eindeutiges Polynom
gr € Z[X] mit deg(gr) < deg(f) und f(£F) = gr(€). Zeige ausserdem, dass
die Menge {gx : k € Z=o} endlich ist.

(b) Sei a := sup{|u| : u ist Koeffizient eines gx}. Zeige: Ist k = p prim, so teilt p
alle Koeffizienten von g,. Schliesse daraus, dass fiir alle p > a das Polynom
gp gleich Null ist. [Hinweis: f(&P) = f(£P) — f(&)P]

(c) Folgere: Wenn alle Primfaktoren einer ganzen Zahl m grosser als a sind, dann
gilt f(&™) = 0.

(d) Zeige: Fiir jede zu n teilerfremde ganze Zahl r gilt f(¢") = 0. [Hinweis:
Betrachte m :=r+n]] ., Pl

(e) Zeige, dass das n-te Kreisteilungspolynom @, irreduzibel ist.



