Dr. T. Biihler Friihlingssemester 2016 ETH Ziirich

M. Wellershoff Komplexe Analysis D-ITET D-MATH
Serie 12

Aufgabe 12.1 Der Dirichlet-Kern
In der Vorlesung wurder der N-te Dirichlet-Kern als

N

DN(LU> — Z eQﬂikm

k=—N

eingefiihrt, wobei N € N.

(12.1a) Zeige
i 1
D) = 8110(2?(12r :)7)

sin (222)

2

HINWEIS: Bemerke
oN
DN (l’) _ e—27TiNz Z e27rik:c
k=0

und verwende die Summenformel fiir geometrische Folgen.
(12.1b) Bestimme die Fourierkoeffizienten f);(k’) des Dirichlet-Kerns.
(12.1¢) Schliesse aus (12.1b) und Aufgabe 3 aus Serie 11, dass

(f*xDn)(z) =Syf(x) = Z J/l‘\(k)GQWikx

gilt, wobei f : R — C eine 1-periodische Funktion ist.

(12.1d) Plotte den Dirichlet-Kern fiir N = 2,5, 7, 15.

Aufgabe 12.2 Fouriertheorie mit allgemeiner positiver Periode

Sei f : R — C eine w-periodische Funktion, wobei w > 0.

(12.2a) Definiere
- ]_ w 2mi
(k) ::—/ FB)e= 2 dy
W Jo

und zeige, dass die Funktionen e, (t) := e’s'™ ein orthonormales System beziiglich des Skalar-
produktes

oo [ g
bilden.
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(12.2b) Finde explizite Formeln fiir die Koeffizienten a;, & > 0 und b, £ > 1, so dass f die
Cosinus-Sinus Darstellung

G 21k 27k
f(z) = % + ;ak cos (%x) + by, sin(%x)

hat.

(12.2¢) Zeige die folgenden Aussagen fiir k,n € N:
2 [% 2mn 27k 1 n=k
— cos| —t | cos| —t | dt = .
wJow w w 0 sonst
2 [2 2 ok
— /2 sin(ﬂt> cos (Lt) dt = 0.
W e w w
2 [2 . (2T . [ 27k 1 n=k
— sin{ —t¢ | sin{ —¢ | dt = .
W w w 0 sonst

HINWEIS: Zeige zuerst die Formeln

1) Es gilt

ii) Es gilt

iii) Es gilt

o 2cos(a) cos(f) = cos(aw — B) + cos(a + ),
e 2sin(«)sin(f8) = cos(a — ) — cos(a + f).

Verwende dies dann.

Aufgabe 12.3

(12.3a) Berechne die Fourierkoeffizienten der 27-periodischen Fortsetzung von
f(z) = e, 0 <z <2m,
wobei a € R.

(12.3b) Finde mit Hilfe der Parsevalschen Gleichung Formeln fiir

—5— und -
; k? + a? ; (k2 + a?)?

Aufgabe 12.4 Partialbruchzerlegung des Cotangens und Sinusprodukt

Sei z € R\ Z eine nicht ganze, reelle Zahl.
(12.4a) Berechne die Cosinus-Sinus Reihe von

f(z) := cos(zx), —nm <z <.
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(12.4b) Schliesse aus (12.4a), dass
I & 1 1
t = _ )
7 cot(mz) . +;<z—k + z—i—k;)

(12.4c) Folgere aus (12.4b) das Eulersche Sinusprodukt

HINWEIS: Setze

Flz) = 1n(Si“”), re(—1,1)\ {0}

T

und zeige F'(z) = Y ;7 | " mit Hilfe von (12.4b).
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