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Aufgabe 6.1 Die Cauchy Integralformel

/| e

fira, b € Cmit |a| < 1 < |b| und m, n € N.

Bestimme den Wert des Integrals

Aufgabe 6.2 Harmonische Funktionen

Der Laplace-Operator A fiir Funktionen f(z,y) zweier reeller Verdnderlicher ist gegeben durch

0? 0?

Wir nennen eine Funktion f harmonisch, wenn fiir alle x, y
Af(z,y)=0

gilt. Zeige:

(6.2a) Ist f holomorph, so ist f auch harmonisch.

6.2b) Mit 2 = 3(Z —i2)und & = }(Z +i2) il

xr

0 0

Verwende dies, um Aufgabe (6.2a) noch einmal zu 16sen.
(6.2¢) f(z) := z ist harmonisch, aber nicht holomorph.

(6.2d) Ist f harmonisch, so sind es auch f, Re fund Im f.

(6.2¢) f(z,y) := x* — y?* ist harmonisch. Desweiteren ist f der Realteil einer holomorphen
Funktion.

(6.2f) g(x,y) := x® + y? ist nicht der Realteil einer holomorphen Funktion.

Aufgabe 6.3 Elliptische Funktionen und der Satz von Liouville

Eine Funktion f heisst elliptisch, falls es w; # 0 und wo # 0 gibt mit o ¢ R, sodass
fz4+w)=f(2) = f(z 4+ wq), firallez e C.

Wir nennen w; und w, die Perioden von f.Zeige:
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Abbildung 6.1: P und dessen Translate iiberdecken C.

(6.3a) Eine elliptische Funktion ist durch ihre Werte auf dem Parallelogramm
P:={z€C|z=sw +twy, 0<s,t<1}
bestimmt (siche Abbildung 6.1).

(6.3b) Jede ganze elliptische Funktion ist konstant.

Aufgabe 6.4 Die Weierstrass o-Funktion
Seien wy # 0 # w» und £ ¢ R. Wir definieren

( )= 44 3 ( 1 1 )
P 2 W1, W) 1= ) - — 2.
V4 (m,n)€Z2\{(0,0)} (Z + mwy + nwg) (mwl + an)

(6.4a) Rechne nach, dass p elliptisch mit den Perioden w; und ws ist.
HINWEIS: Die Konvergenz der Summe iiber Z? \ {(0,0)} darf man ohne Beweis annehmen.

(6.4b) Bestimme die Pole von p und deren Vielfachkeit.
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