Dr. T. Biihler Friihlingssemester 2016 ETH Ziirich

M. Wellershoff Komplexe Analysis D-ITET D-MATH

Serie 11

Aufgabe 11.1 Die Sinus-Cosinus-Form der Fourierreihe

Sei f : R — C eine 1-periodische Funktion. Setze

ar = 2 f( ) cos(27kt) dt, k=0,1,...

N[ m\»—t

by = 2 f( ) sin(27kt) dt, kE=1,2,...

m\»—t

(11.1a) Zeige

F(k) + F(—k), k=0,1,...
i(F(k) — f(=k)), k=12, ..

HINWEIS: Wenn f 1-periodisch ist, so gilt fiir alle ¢ € R, dass fol f(t)dt = f;ﬂ f(t)dt

1

Losung: Betrachte £ € N, dann gilt mit dem Hinweis (mit ¢ = —3

/ F(t)e 2k 4 = ? f(t)e 2kt 4t = : f(t)(cos(—2mkt) + isin(—2rkt)) dt

_1 _1
2 2

2(@ k+ib_g).

Ausserdem sieht man leicht, da der Sinus ungerade und der Cosinus gerade ist, dass

a_j = ’ f(t) cos(—2mkt) dt = ’ f(t) cos(2mkt) dt = ay,,

N|= ol

1
2

(11.1.1)
by = f( )sin(—27kt) dt = — f(t)sin(2wkt) dt = —by.

N

_1
2
~

Damit gilt nun f(k) = (a), — iby) und f(—k) = 1(ay, + iby,). Somit

~ ~ 1 1

(k) + f(—Fk) = 5(% —iby) +

i(Flk) — F(—k)) :i(%(ak—ibk) - %(ak—l—ibk)) ~ b

(ak + lbk) = Qyf,

N |

Ausserdem gilt

=2 [t dt—2/f — J(0) + J(0).

1
2
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(11.1b) Zeige

+ Z ay cos(2mkt) + by sin(27kt).
k=1

at
2
Losung: In der Vorlesung hatten wir gesehen, dass

= Z f(k 2mikt Z f(k)(cos(2mkt) + isin(2mkt))

keZ keZ

gilt. Indem wir etwas anders summieren, erhalten wir

Z{ (cos(2mkt) + isin(27kt)) + f(—k)(cos(—2mkt) + isin(—27rkt))}

7(0) + Z{Cos(kat)(A(k) 4 F(—k)) + isin(2rkt) (F(k) — A(—k))}.
Dank Aufgabe (11.1a) erhalten wir

a = :
f(t) = 50 + Z ay, cos(2mkt) + by sin(27kt).

k=1

(11.1¢) Ist f gerade, so gilt b, = O fiir alle £ € N, und ist f ungerade, so gilt a; = 0 fiir alle
k € Np.

Losung: Wenn f gerade ist, so erhalten wir fiir £k € N

b =2 f( )sin(—2wkt) dt = 2 ’ f(—s) sin(27ks) ds

1
2

= m\»—

=2 f( )sin(27ks) ds = by,

M\»—t

wobei wir die Substitution ¢ = —s verwendet haben. Dank (11.1.1) gilt aber auch b_;, = —b,
also b, = —b;, und somit muss b, = 0 sein.

Ist f nun ungerade so zeigt man dhnlich wie oben, dass fiir £ € Ny, a_; = —a; gilt. Damit und
(11.1.1) folgt dann aber, dass a; = —a; gelten muss und deshalb a; = 0.

Aufgabe 11.2

Stelle folgende Funktionen als Fourierreihe in der Sinus-Cosinus-Form dar.

HINWEIS: Verwende Aufgabe (11.1c).

(11.2a) Betrachte die Fortsetzung mit Periode 1 von

f@) =1, =
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Losung: Wir folgen dem Hinweis und bemerken, dass f gerade ist. Damit gilt laut Aufgabe
(11.1c), dass by, = 0 sein muss. Es bleibt also die a; zu berechnen. Wir erhalten

ap =2 ’ |t| cos(2mkt) dt = 4/2 t cos(2mkt) dt,

1
-1 0

da der Integrand gerade ist. Mit Hilfe partieller Integration sehen wir, dass fiir & # 0

1 1 1
1 ; 1 1t
/2 tcos(2mkt) dt = {ﬂ sin(27rkt)] I sin(27kt) dt

0 T o 27k J,
1 1 | (—1)F —1
o sin(mk) + {4%%2 cos( Wkt)] Rpeye (cos(mkt) — 1) RCTE

gilt. Ausserdem errechnet man

3 1
/2tdt:—.
; 8

Setzen wir diese Resultate in obige Formel ein erhalten wir

1 (=1)F =1
WSy S

ke N.

Somit gilt

Flt) = % +> (it cos(2mkt).

m2k?
(11.2b) Betrachte die Fortsetzung mit Periode 1 von

1 t

A
/\ \‘O [
O ol

Na

—

~

N—

i

o

. O
A

)

Sl

1
—1 -5 <

Losung: Ahnlich wie in der vorherigen Aufgabe folgen wir dem Hinweis. Im Gegensatz zu f ist
g ungerade und darum gilt a; = 0. Wir berechnen die b; durch

by = 2 / " g(t) sin(2rkt) dt = 4 / " sin(2mkt) dt,

1
3 0

da der Integrand erneut gerade ist. Ausserdem gilt

1 1
2 1 2 1 1—(=1)*
/o sin(27kt) dt = {_ﬂ COS(27T/Ct):|O = ﬂ(l — cos(mk)) = %
Damit ergibt sich die Fourierreihe
20— (=1)k) |
gty =>_ " sin(2rkt).

k=1
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Abbildung 11.1 Abbildung 11.2

(11.2¢) Plotte die Funktionen

3

S f(t) = % + 3" ay, cos(2mkt) + by sin(2rkt),
k=1

fiirn = 1, 3,5, 19, und analog fiir S,,g.

Losung: Wenn wir den Code in Listing 11.1 benutzen erhalten wir Abbildung 11.1 fiir S, f und
Abbildung 11.2 fiir S, g.

Listing 11.1: Der MATLAB Code zur Berechnung der Fourierreihen.

i |function testfourier

2 | % PRE: -

3 |% POST: Plots the Fourier series of the two functions as
4| % specified on the exercise sheet.

5

6 | Implementation of the given functions:

One 1instance of f:
o |f1 = @(t) abs(t) .x(+(and(-0.5 <= t,t < 0.5)));
0 | % Periodized version:

o
oo

n | f=@(t) f1(L)+f1(t-1)+f1(t+1)+£f1(t-2)+f1(t+2);
2 |% One instance of g:

3 gl = @(t) —-(and(-0.5<t,t<0))+ (and(t>0,t<0.5));
4 | % Periodized version:

15 |g @(t) gl(t)+gl(t-1)+gl(t+1)+gl(t-2)+gl (t+2);

7 | % For plotting:

s |xx = linspace (-2,2,1e4);
v lyy = £(xx);

w0 |zz = g(xx);

o)

» |$ Calculating the Fourier series:

Problem Sheet 11 Page 4 Problem 11.2




» |ff = 0.25%ones (size (xx));

u |gg = zeros (size (xx));

s | for k=1:19

26 ff = £ff + ((-1)"k-1)./pi"2/k"2xcos (2*pirk*xx) ;
27 gg = gg + 2% (1-(=1) "k)/pi/kxsin (2+«pirk*xx) ;
28 if (k==1)

29 fl1 = f£f;

30 gl = gg;

31 elseif (k==3)

n £f3 = ff;

3 g3 = g9;

34 elseif (k==5)

35 f5 = ff;

36 g5 = gg;

37 end

;s | end

39
90 | % Plotting

a [plot (xx,vyy, " k——",xx,fl,xx,£3,xx,f5,xx,ff);
2 | title ('Fourier Series of f£(t)’);

s | xlabel ("t’); ylabel ("S_nf(t)’);

u |legend (" £/ ,'n=1","n=3","'n=5","n=19");

45
w |figure;

v |plot (xx,zz,"k——",%xx,9l,xx,93,xx,95,xx,99) ;
s | title ("Fourier Series of g(t)’);

w» | xlabel ("t’); ylabel ("S_ng(t)’);

s |legend (' £/, "’ n=1",'n=3","'n=5’,'"n=19");

Aufgabe 11.3 Phasenverschiebung und Faltungsprodukt

(11.3a) Betrachte f : R — C eine 1-periodische Funktion. Dann gilt, dass fiir beliebiges ¢ € R

g(t) == f(t+0)

eine 1-periodische Funktion ist. Verifiziere
g(n) = 7 fn).

Losung: Wir benutzen die Definition der Fourierkoeffizienten und erhalten

c+1
/ f t—l- —27rmt dt / f —27rm (s—c) S — e27rinc/ f(s)e—27rins dS

— eQﬂ'ITLC/ (S>6727rm5 dS — eZman( )
0

mit Hilfe der Substitution s = ¢ + c.
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(11.3b) Fiir zwei 1-periodische Funktionen f,g : R — C definieren wir das Faltungsprodukt

durch
1

U*g%ﬂﬁ=£.ﬂﬂmw—ﬂdt

Rechne nach, dass

(F*9)(n) = F(n) - G(n)
gilt.

Losung: Wir setzen direkt in die Definitionen ein und erhalten

Fra)n) = /?fum %mdx—/u/f (& — D62 4t da

/ / f ZE—t Qﬂ—mxdl‘dt / / ZE—t —27in(z—t) dr - f( ) —27r1tdt

~

= [ sty e = [ g e =g - o)

durch vertauschen der Integrationsreihenfolge und die Substitution y = z — t.

Aufgabe 11.4

Berechne die Fourierdarstellung von
1

cos(27z)

einerseits fir Im z > 0 und andererseits fiir Im 2z < 0.

Losung: Wir betrachten zuerst die Situation auf Im z > 0. Hier haben wir

1 2 2 1 L :
— i _ = i _ =9 2Tiz —1)" 4minz
COS(27TZ> e27r1z + e—27r1z e—27TIZ 1 + e47r12 € nZ:O( ) €

)

n 27r1 (2n+1)z
=2 A1 "
n=0

dank der geometrischen Reihe und [e!™#| = e=47Im= < 1,

Auf Im z > 0 wenden wir die geometrische Reihe auf eine leicht andere Weise an. Wir haben

1 2 2 1 & )
— : I : _ =9 —2miz —1)" —4minz
COS(Q?TZ) esz + e—27r1z esz 1 + e—47r12 € nZ:O( ) €

— Z 2(_1)ne—27ri(2n+1)z’

da ‘e—4Triz — e47rlmz < 1.

Publiziert am 16.Mai.
Einzureichen am 25./26. Mai.
Letzte Modifikation: 27. Mai 2016

Problem Sheet 11 Page 6 Problem 11.4



	Problem Sheet 11
	11.1 Die Sinus-Cosinus-Form der Fourierreihe
	11.2 
	11.3 Phasenverschiebung und Faltungsprodukt
	11.4 


