Dr. T. Biihler Friihlingssemester 2016 ETH Ziirich

M. Wellershoff Komplexe Analysis D-ITET D-MATH
Serie 12

Aufgabe 12.1 Der Dirichlet-Kern

In der Vorlesung wurder der N-te Dirichlet-Kern als

N

Dy(z) := Z g2mikz

k=—N
eingefiihrt, wobei V € N.
(12.1a) Zeige
sin(27T(N + %)x)

: 2mx )
Sin (—2

DN(.CE) ==
HINWEIS: Bemerke

2N
DN(.CIZ’) —_ e*Qﬂle E ekam
k=0

und verwende die Summenformel fiir geometrische Folgen.

Losung: Wir erhalten

N 2N
DN(ZL') — E eka’x — e—27r1N:v E ekam
k=—N k=0
_ A27m(2N+1)zx 2ri(N+1)z _ —27iNz
— efZWiNx . 1 € — € €
1 — e27ri;t 627ri:1: -1 )

dank der geometrischen Reihe. Wenn wir mit %e‘”iw erweitern, so erhalten wir

Dn(x) = 2i >I> _ Sin(27T<N + %)x)
%(ewim _ efﬂiz) Sin(%Tm)

1 (ezm(NJr%)z _ e—2m(N+%

(12.1b) Bestimme die Fourierkoeffizienten l/);(k) des Dirichlet-Kerns.

Losung: Die Fourierkoeffizienten des Dirichlet-Kerns sind per Definition gegeben durch

Dy (k) =

— 1 |k|<N
0 sonst

(12.1¢) Schliesse aus (12.1b) und Aufgabe 3 aus Serie 11, dass

(f % Da)(@) = S fle) = Y Flk)e?mte

k=—N
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Abbildung 12.1: Die Dirichlet-Kerne D .

gilt, wobei f : R — C eine 1-periodische Funktion ist.
Losung: Wir konnen f x Dy darstellen als
(f % D) (x) = D> (f * Dn)(k)e*™.
keZ

In Aufgabe 3 aus Serie 11 hatten wir gesehen, dass fiir zwei 1-periodische Funktionen f und g

— ~

(f > g)(k) = f(k)-g(k)
gilt. Damit folgt nun fiir die Faltung der Funktion f mit dem Dirichlet-Kern Dy
—~ —_— N —~
(f* Dy)(x) = D> f(k)- Dn(k)e*™ = 3 f(k)e*™,
keZ k=—N
dank der Aufgabe (12.1b).

(12.1d) Plotte den Dirichlet-Kern fiir N = 2,5, 7, 15.
Losung: Mit Hilfe des Codes in Listing 12.1 erhalten wir die Abbildung 12.1.

Listing 12.1: Der MATLAB Code zur Berechnung der Dirichlet-Kerne.

| elf

3 |% Initialization of needed quantities:
« [N = [3,5,7,15];
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22

23

24
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grid = linspace (-1/4,1/4,1000);
onefigure = 1; % Plotting in one or two figures.

Use the sinusoidal form to ascertalin that the returned

oo oo

values are real:
= @(N,x) sin (2+«pix (2*N+1/2) .*xx)./sin (pi*x);

)

% Plotting:
if (onefigure == 0)
plot (grid ,D(N (1), grid), grid ,D(N(3), grid) ) ;
legend ('N=3",’N=7"); xlabel ('x’); ylabel ('D_N(x)");

figure

plot (grid ,D(N(2), grid), grid ,D(N(4), grid) ) ;

legend ('N=5’,’N=15"); xlabel ("x’); ylabel (/D_N(x)");

else

plot (grid ,D (N (1), grid), grid ,D(N(2), grid), ...
grid ,D(N(3), grid), grid ,D (N (4), grid) ) ;

legend (' N=3’,’N=5",'N=7","’N=15"); xlabel ("x");

ylabel (‘D_N(x)’);

end

Aufgabe 12.2 Fouriertheorie mit allgemeiner positiver Periode

Sei f : R — C eine w-periodische Funktion, wobei w > 0.

/ Ft)e SR at

und zeige, dass die Funktionen e, () := * ein orthonormales System beziiglich des Skalar-

produktes
I A—
o= [ roata

Losung: Wir betrachten zuerst einmal das Produkt

1 [“ 1 [“
(e Endes = —/ len()] dt = —/ Ldt = 1.
W Jo W Jo

Also sind die Funktionen e,, normiert beziiglich (-, -),,. Desweiteren betrachten wir n # k und

1 w 271'1 k 1 27i
_ ™ (n—k)t dt = [ 2 (n— k)t
{ens el w/o © 27i(n — k) ©

Somit ist {e, } .z also ein orthonormales System beziiglich (-, -),.

(12.2a) Definiere

bilden.

- 0.

w eQWi(n—k)t -1
]0 27i(n — k)
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(12.2b) Finde explizite Formeln fiir die Koeffizienten a;, & > 0 und b, £ > 1, so dass f die
Cosinus-Sinus Darstellung

- ok 2k
flz) = % + ;ak cos (%x) + by, sin(%x)

hat.

Losung: Wir betrachten die Funktion

g(z) == f(wx)

und bemerken, dass g eine 1-periodische Funktion ist. Daher konnen wir g darstellen als

Qg

5t Z ay cos(2mkx) + by sin(2wkx),

k=1

g9(z)

wobel

N

ag = 2/ g(t) cos(2mkt) dt, k>0,

(ST

b = 2/ g(t) sin(2mkt) dt, k> 1

ol

Wenn wir nun beachten, dass f(z) = g(£), so erhalten wir

- 27k 27k
f(z) = % + ;ak Ccos (%x) + by, sin(%x).

Es bleibt also die Koeffizienten a und by mit Hilfe von f auszudriicken. Es gilt

1 w
2 2 [2 2
ap = 2/ g(t) cos(2mkt) dt = ;/ f(s) cos (%s) ds, k>0,
- -3

1
2
wobei wir die Substitution s = wt verwendet haben. Auf dhnliche Art und Weise erhalten wir

2 (2 2k
by = — ’ f(s) sin(Ls) ds, k> 1.
w

w

_w
2

(12.2¢) Zeige die folgenden Aussagen fiir £, n € N:

2 [2 2mn ok 1 n=k
— cos| —t | cos| —t | dt = .
w ) w w w 0 sonst
2 [2 2 2

— / sin(ﬂt> Cos (th) dt = 0.

w J_ w w
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iii) Es gilt

2 2 . [(2mn )\ . [27k 1 n=k
— sin{ —t¢ | sin| —t | dt = .
wJ_w w w 0 sonst

2

HINWEIS: Zeige zuerst die Formeln

e 2cos(a) cos(f) = cos(aw — B) + cos(a + ),
e 2sin(a)sin(8) = cos(a — ) — cos(a + f3).

Verwende dies dann.
Losung: Wir zeigen zunichst den Hinweis und beginnen mit
dcos(a) cos(B) = (€ + e ) (e + %) = () 4 o) 4 (D) 4 o))
= 2(cos(a — B) + cos(a + B)).
Es gilt ausserdem
—4sin(a)sin(8) = (% — e ) (e — e ¥) = (ei(a+6) + e—i(a+ﬁ)) — (ele=A) 4 e—i(a—ﬂ))
= —2(cos(a — ) — cos(a + f3)).

Als nichstes berechnen wir die Werte fiir £ = n und erhalten einerseits

2 omn \ 2 1 [3 4mn 1 . [4mn 2
— cos| —t | dt = — 1+ cos t dt =1+ —|sin| —¢ =1.
w J_ w W) w w 4mn w W

2

2
Anderseits

2 2 2 1 (% A7 1 4 2
—/ sin(ﬂt) dt:—/2 1—cos(—t) dt—l——{sin(ﬂt)} =1.
w J_ w W e w 4mn w _w

Zuletzt fallt auf, dass der Integrand in i7) ungerade ist und iiber ein beziiglich null symmetrisches
Gebiet integriert wird. Daraus folgt, dass

2 [2 2 2
- /2 sin(ﬂt) coSs (ﬂt) dt = 0.
W J_w w w

2

[NIES

wlEe

[NIES
N

wlE

Es bleibt die Integrale fiir n # k zu berechnen. Wir erhalten einerseits

2/ cos(%—nt) cos(2 mk >dt 1 /2 cos(wt> +003<Mt> dt
w ) e w w w /) ¢ w w

()] ()]

Andererseits

2 (2 . (2mn ok 1

— / sin{ —¢ | sin{ —¢ | dt = —

W) w w w

- sin n(n = k) k)t o1 sin n(n+k) k>t L= 0,
27(n — k) w . 2m(n + k) w _
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und mit derselben Begriindung wie zuvor

2 (2 2 2
—/ Sin(—ﬂnt) CoSs (—Wkt) dt = 0.
W) w w

Somit sind alle behaupteten Aussagen bewiesen.

[V

Aufgabe 12.3

(12.3a) Berechne die Fourierkoeffizienten der 27-periodischen Fortsetzung von
flz) :==e", 0 <zx<2m,

wobei a € R.

Losung: Wir berechnen

e?na -1

R 1 2 ) 1 )
k ar —ikz dr = 2m(a—ik) 1) = )
f(k) /0 e v om( (e ) 2m(a — ik)

" or a —ik)

(12.3b) Finde mit Hilfe der Parsevalschen Gleichung Formeln fiir

—— und -
; k? + a? ; (k2 + a?)?

Losung: Wir beginnen mit der Fourierreihe

_ e — 1 ikx
fa) =2 or(a — k)

kEZ

Um die Parsevalsche Gleichung zu verwenden, berechnen wir erst einmal

s 1 /2” ) et — 1
= — ax d =
AP = 5 o tde=—r
Desweiteren bendtigen wir noch
—~ 2 <627Ta _ 1)2 1 <627ra . 1)2
‘f(k) - 2 T2 Ar2(a? + k2)
4 la —ik|®  4m%(a® + k2)

Nun konnen wir die Parsevalsche Gleichung anwenden und erhalten

(e27ra _ 1)2 1 - ’A ’2 _ 5 e47r(z -1
47_[_2 Z(IQ—{—]{IZ_Z]C(I{:) _Hf“ - 47T(l '

kEZ kEZ

Daraus ergibt sich

[e.9]

Z 1 1_7r P | _7r62m—|—1_7r

a? + k2 +§ a (e?re —1)2 T gea_1 ECOthﬁa

k=1
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und somit
o0

g #— T cothwa—L
k:1a2+k2_2 2a2°
Fiir die zweite Summe leiten wir nach a ab und erhalten
> 1 T w2 1
-2 — = ———coth — (1 — coth 2 —.
a gl CEYOE 5 cothma + 2@( coth(ma)?) + 3
Somit gilt
0o 2
T ™ 9 1
,;:1 P k2 =15 cothma — 4_a2(1 — coth(ma)?) — owE

Aufgabe 12.4 Partialbruchzerlegung des Cotangens und Sinusprodukt

Sei z € R\ Z eine nicht ganze, reelle Zahl.

(12.4a) Berechne die Cosinus-Sinus Reihe von

f(x) := cos(zz), —nm <z <.

Losung: Wir bemerken, dass f gerade ist und somit gilt b, = 0. Desweiteren berechnen wir mit
Hilfe von Aufgabe (12.2b) und dem Hinweis aus Aufgabe (12.2c), dass

[ 2 [7
Ay = —/ cos(zz) cos(nx) dx = —/ cos(zx) cos(nx) dx
T Jo

™ —T

- % /Oﬂ{cos((z —n)x) + cos((z +n)x)} ds
— % L i - sin((z —n)z) + . _il_ - sin((z + ”)9’:)}:
- %(Zinsin((z—n) ) + —— sin((z + n) ))

:(—1)";in(zw)<z_n i )

Somit erhalten wir die Sinus-Cosinus Reihe
sin(zr) [ 1 & aR! 1
= ——>< - —1 k )
cos(zz) - {2—1—2( ) (Z—k+z+k) cos( a:)}
(12.4b) Schliesse aus (12.4a), dass

1
7TCOt7TZ ——+Z< —|—k;)'
Z— z

Losung: Wenn wir im Resultat der Aufgabe (12.4a) z = 7 setzen, so erhalten wir

i) =Ly (e )

k=1

Daraus folgt

1
7rc0t7rz ——+Z<2_ z—i—k)'
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(12.4c¢) Folgere aus (12.4b) das Eulersche Sinusprodukt
[e.e] I’2
sinﬂx:ﬂx~H(1—ﬁ>. (12.4.1)
k=1

HINWEIS: Setze

), re (—1,1)\ {0}

und zeige F'(z) = Y ;7 | > mit Hilfe von (12.4b).

Losung: Wir folgen dem Hinweis und betrachten

1
F'(z) = %(ln(sin mx) —In(mx)) = W;O;Z o= 7 cot(mx) — -
_i( Lo, ) 2
- _ o 2 _ L2
\r—k  x+k — a?—k
Also gilt
TSN 25 [T 2s etk
F(z) = ds = ds = —dt
(@) /O;SQ—]CZ i ,;/o 22 ;/kz
= k* — 2? e 2
:ZIH( 12 )zlnf[(l—ﬁ)7
k=1 k=1

mit der Substitution ¢ = s* — k2. Somit folgt nun aber (12.4.1) auf (—1,1) \ {0}. Desweiteren
gilt (12.4.1) fiir z € {—1,0, 1} offensichtlicherweise, da jeweils beide Seiten der Gleichung null
sind. Also folgt (12.4.1) auf [0, 1] und somit, dank 1-periodizitit, auf ganz R.

Publiziert am 23.Mai.
Einzureichen am 1./2. Juni.
Letzte Modifikation: 3. Juni 2016
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