Dr. T. Biihler Friihlingssemester 2016 ETH Ziirich

M. Wellershoff Komplexe Analysis D-ITET D-MATH
Serie 2

Aufgabe 2.1 Ableitungsregeln

Berechne die komplexe Ableitung von:

(21a) p(z) =2°+523+2
d

Losung: In der Vorlesung hatten wir gesehen, dass 2" = nz""! fiir 2 € C. Somit gilt dank

dz
der Linearitit der Ableitung
d

@p
(2.1b) ¢(z) = e**, wobei o € C.

(2) = 62° + 1522

Losung: Wir betrachten den Differenzenquotienten

d r ea(z+h) — e? o eoch -1 o
GO = T Ty e
Der letzte Schritt folgt aus
coh _ 1 > FpE—2 0
=—|1+ah+h? -1 ==
3 3 + ah + ; A e}

(2.1¢) r(z) = sin(z?), wobei sin(z) = eiz_;_iz.

Losung: In der vorherigen Aufgabe hatten wir gesehen, dass (f—zeiz = ie'*. Hieraus folgt:
Esin(z) = ¢ ~|—26 = cos(2)
Nun benutzen wir die Kettenregel und sehen
d
d—fr(z) = cos(z?) - (22) = 2z cos(2?).
z

(2.1d) s(z) = sin(z) - cos(z)

Losung: Wir benutzen % sinz = cos z und % cosz = —sinz und die Produktregel. Damit
erhalten wir: q

—5(z) = cos® z — sin” 2.

dz

Aufgabe 2.2 Mobiustransformationen - Teil I
Sei

d

eine Matrix mit Determinante det M := ad — bc = 1.

M:<(é b), a,b,c,d e C
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(2.2a) Bestimme den Definitionsbereich der Funktion

az+b

Losung: Die Funktion f ist nur dann nicht definiert, wenn wir bei der Auswertung durch null
teilen. Wir betrachten zunéchst den Fall ¢ # 0. Der Nenner ist null genau dann, wenn

d
cz+d=0 <— z=——.
c

Somit ist der Definitionsbereich der Funktion f gegeben durch:

D(f)=C\{-¢
Fiir den Fall ¢ = 0 muss d # 0 gelten, da ad — bc = 1. In diesem Fall ist f fiir alle z € C definiert,
und es gilt D(f) = C.
(2.2b) Bestimme L f(2).
Losung: Wir benutzen die Quotientenregel und erhalten mit ad — bc = 1

a(cz +d) — claz 4+ b) 1

d
&ﬂz) - (cz + d)? - (cz+d)*

(2.2¢) Erweitere f zu einer Funktion f : C U {00} = C U {o0}.

Losung: Sei zuerst ¢ # 0. Um f auf die ganze komplexe Zahlenebene C zu erweitern, miissen
wir f an den Stellen —%l und oo definieren. Wir bemerken fiir z — —%, dass f(z) — oo, und
daher setzen wir

f-4) = o
Als nichstes miissen wir f(oo) definieren. Dazu berechnen wir
. a
mple=
und setzen R a
f(o0) == =

~ ~

Im Fall ¢ = 0 muss nur f(oo) definiert werden. Wir setzen f(o0) := oc.

(2.2d) Bestimme die Umkehrfunktion von f
Losung: Seien ¢ # 0 und f(z) = w fiir z,w € C. Dann gilt

az+b —dw +b
w = — cawtdw=az+b <= (cw—a)z=b—dw <= 2= ——"—.
cz+d cw—a

Die Umkehrabbildung f~! : C U {o0} — C U {oc} ist also gegeben durch

—dz+b a
—=° wenn z # 2 und z # o0

f2) =<0 wenn z = ¢ ) (2.2.1)

wenn z = oo

o1
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Sei nun ¢ = 0. Dann ist a # 0 # d, und die Umkehrabbildung f‘l ist gegeben durch

f_l(z) _ {@ wenn z # oo.

o wenn z = oo

Aufgabe 2.3 Mobiustransformationen - Teil 1T

-t ) x- )

komplexe 2 x 2-Matrizen mit Determinante det M = 1 = det N. Weiter seien f,; und fy die
zugehorigen Mobiustransformationen

Seien

az+b ez+ f

fu(z) =

(2.3a) Rechne nach, dass

fao fn(z) = fu(fn(2) = fun(2)

gilt. Hier bezeichnet M - N das Matrixprodukt.

Losung: Wir berechnen

a;zii +0b _ (ae+bg)z+ (af + bh)

ez+f - ’
co +d (ce +dg)z + (cf + dh)

fu(fn(z)) =

Dies entspricht genau der Transformation, die zur Matrix

M'N:<ae+bg af+bh)

ce+dg cf +dh
gehort.

(2.3b)  Verifiziere (fa;) ™' = far-1.
Losung: Dank Aufgabe (2.3a) haben wir

fu(fu-1(2)) = fr,(2) = 2 = f1,(2) = faur—(fu(2)).

Aufgabe 2.4 Kreisinversion als Rotation der Sphére
(2.4a) Verifiziere, dass die Abbildung f : C U {oo} — C U {oo} definiert durch

1 wennz # 0und z # 0o
f(2):==<0 wennz=o00
oo wennz =0
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0.5

-0.5F

Abbildung 2.1: Das Bild des Einheitsquadrates

unter der stereographischen Projektion einer Drehung der Einheitssphdre um 180° um die x-
Achse entspricht.

Losung: Wie in der Serie von letzter Woche betrachten wir die stereographische Projektion
P :C — S%\ {IN}, wobei N = (0,0,1)" den Nordpol der Einheitssphire in R? bezeichnet, und
ihre Umkehrabbildung ¥ : §? \ {N} — C. Dann berechnen wir

2z(1 — 2) —2y(1 — 2) (2 —1)2 — 2% —y? ’
24y 4+ (-1 22+ 2+ (-1 22 +y2 4+ (2 —-1)2)

B(F(U(e,y,2)) = (

Nun ist 22 + y? + 22 = 1, also ist der Nenner der Briiche gleich 2(1 — z). Der Zéhler der dritten
Komponente ist gleich 2z(z — 1). Insgesamt vereinfacht sich der Ausdruck zu

(I)(f(\I/(ZL’, Y, Z))) - (Iv Y, _Z)T7
was die Behauptung zeigt.

(2.4b) Zeichne das Bild des Einheitsquadrates @) := {z € C|z = = + iy, max{|z|, |y|} = 1}
unter der Abbildung f, die in Aufgabe (2.4a) definiert ist.

Losung: Die Seiten des Quadrates sind parametrisiert durch 1 +it, —1 + it,t+1iund t —i, wobei

c ot 1 t
te-1 1] Setzen wir dles in die Transformation f ein so erhalten wir o tg —lie T —i3 vl
t
t2 und ; tQ +1

e i Damit sieht das Bild aus wie dargestellt in Abbildung 2.1.

1+t2

Publiziert am 7. Marz.
Einzureichen am 16./17. Mirz.
Letzte Modifikation: 17. Mirz 2016
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