Repetition

Spezielle Losungen des Systems Y’ = AY

Lineare Algebra

Lemma Lineare Differen-

tialgleichungen
Sei Ayo = Aoyo, d.h. yg ist ein EV von A zum EW )g. Dann
ist y(x) = eXyq eine Losung von Y’ = AY.

Beweis: y'(x) = e’*)\gyp = e’¥ Ay = Ae’Xyg = Ay(x).
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Variation der Konstanten

Lineare Algebra
Seien

Lineare Differen-
tialgleichungen

v —aoy —ary — . —apy("D = F (i)
v a0y —a1y — ... — a1y D =0 (h)
eine inhomogene und die zugehorige homogene lineare

Differentialgleichung n-ter Ordnung. Die Koeffizienten a;(x)
und f(x) dirfen stetig von x abhangen.

Problem: Angenommen man kennt eine Basis

y1(x), ..., yn(x) des homogenen Losungsraums Sp,.

Wie findet man dann eine partikuldre Lésung y von (i)?
Remember: Damit kennt man dann alle Losungen von (i).

Losungsansatz: Setze

y(x) = a()n(x) + ... + ca(x)yn(x)

und bestimme die ¢j(x) so, dass y(x) (i) lst.



Wir wahlen die ¢/(x) als Lésung des LGS

ayvi 4+ ...+ cya =0
ayi + .-+ Gy =0
c{yl(nfl) + ..+ c,’7y,(7"71) =f

Dann gilt namlich:

y= cayi+...+Ch¥n
y'= cdyt...+tcy, +ayi+...+cy;
—_————
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Lineare Differen-
tialgleichungen

(%)

= 0 wegen ()
Y'= ant+...tcy, tay +...+ayy
_——
= 0 wegen ()
yr = eyl eyt
= 0 wegen (*)

(n)

y( = c{yl(nfl) oy Y a4+ cay{"

= f wegen (x)



Wir multiplizieren diese Gleichungen wie rechts angegeben und

addieren alles:
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Lineare Differen-

y +.. + CnYn | '(_30) tialgleichungen
y'=ay+...+ay, | -(—a1)
y" +..Fay, | (—a2)
y("fl) - +...+ Cnyr(znil) | '(_an—l)
y( =f 4 + .4y |1
v — a0y —ary’ — ... —ap_1y"" = f wie gewiinscht!

Beachte: Rechterhand summieren sich die farbigen Spalten zu
Null, da alle yx € Sp. Also z.B.

( —

) 2o



Das LGS (x) l8sen wir mit der Cramerschen Regel: RSestiton

Lineare Algebra

c 0
y]; o yr; CZ O Fir1|e|ar'e Eifferen—
.y.].. yn - _ : (*) tialgleichungen
-1 -1 : :
W W) e f
hat die Losung
o - Wk
KT w
wobei
Yio .. Yn yvioo... 0 ... v
A / roo.. 0 ... /
W =det| Yo | W= det| N Yn
yl(n_l) y,sn_l) yl("_l) o f o y,(,"_l)

In Wy wird die k-te Spalte von W durch die rechte Seite von (x)
ersetzt. W ist gerade die Wronski-Determinante von y1, ..., yp,
also insbesondere W = 0. Somit erhalten wir:
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Satz

Eine partikulare Losung von (i) ist
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y(x) = y1(x) " W) dt + ... + ya(x) /X (1) gt

X0 W(t) X0 W(t)
Beispiel

Lése y” + w2y = e, wobei w? ¢ {0, 1}:

Eine Basis der homogenen Gleichung ist y;(x) = e/“*,
yo(x) = e~“%. Wir erhalten:

eiwx e—iwx )
W = det ( fwx o ) = 2w

iwe — (g
0 e wx ix(1—w)
Wi = det (eix e iwx = —€

W, = det < ° 0 > = gX(1+v)

iweiwx eix



Beispiel (Fortsetzung)

Wir erhalten also als partikulare Losung der inhomogenen
Gleichung:

X X
o fwx 7eft(1—w) —iwx eft(l w)
ylx) = e / o dtte o dt
0 0
ix(1—w) ix(1+w)
— e _ _ e 7
= % (o= ) (e )

Die gelben Terme losen die homogene Gleichung und konnen
weggelassen werden. Es bleibt:

y(x) = 21

Bemerkung: Der lost den Imaginarteil der
Gleichung. D.h. ist eine partikulare Losung von
y" + w?y = sin(x).
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Jordan-Normalform Repetition

Lineare Algebra

Satz
Sei A € C"™". Dann existiert eine regulare Matrix @ € C"*" so, ot
dass A = QJQ™! fiir eine Blockdiagonalmatrix Normalform
h
0
J
J= °
0 e
Jeder Jordan-Block hat die Form
Al
n 10
Ji =
0 A1

Die A; sind die EW von A. Die geom. Vf von )\; entspricht der
Anzahl Jordan-Blocke zum EW );. Die alg. Vf von ); ist die
Gesamtdimension der Jordan-Blocke zum EW ;.
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1 -3 -2
SeiA=[—-1 1 —1]|. Dann liefert die Matlab-Sequenz
2 4 5
Jordan-
A = [1 -3 _2, -11 —1, 2 4 5] Normalform

[Q,J] = jordan(A)

das Resultat

-1 1 -1 0
Q=[-1 0 0], J= 0
2 0 1 0 0

Beachte: Ein einzelner Jordan-Block J zum Eigenwert A kann
geschrieben werden als J = A/ + J' wobei | die Einheitsmatrix ist:

A1 1 01
A1 0 ;0 01 O

J= =2 +
0 A1 0 1 0 01
B 1 0



Weil 1)/ = J'I gilt dann fir x € R Repetition

Lineare Algebra

’ !’ ’
eJX _ e)\XI+J X _ e)\xIeJ X _ e/\er X
Da Jord
ordan-
0 0 1 ? e Normalform
J/k —

0 0o ...

0

gerade auf der k-ten Nebendiagonalen lauter 1 hat, folgt sofort

N}

LS T
g _fon g s
e = = ) )
k! 0 0 1 =%

k=0

R

Somit erhalten wir das folgende Lemma:
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Sei x € R. Dann gilt:

N

)\ }\ 1 O 1 % % Jord
x x° c:r:]ziorm
J = . ) — e_/x _ e/\x 01 1 21 N .
0 ' )\' 1 00 1
b\ . .
Anwendung

Sei Ac C™" und A= QJQ! die Jordan-Zerlegung. Dann
gilt e = Qe Q! mit

eJlX

Jx €

wobei die J; die Jordan-Blocke von J sind.
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Anwendung Lineare Algebra
1 -3 -2
SeiA=|—-1 1 —1]. Wir hatten gesehen, dass A= QJQ !
2 4 5 Jordan-
fur Normalform
-1 1 -1 0
R=1|-1 0 0|, J= 0
2 0 1 0 0
Die Losung des Anfangswertproblems
Y = AY
Y0 = Y
lautet somit
0
Yx)=e™Y, = @ 0 | Q'Y
0 0
l1—-x 2—x—¢€ 1—x—¢&
= [ —x 1—x —X Yo

2x  2(x—1+4¢€") 2x+ €~
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