D-CHAB Grundlagen der Mathematik I (Analysis B) FS 2016
Theo Biihler

Lo6sung 10

1. Sei f(x,y) = % + y* Berechne die Richtungsableitung von f(x,y) in Richtung

<c9$é<ﬂ§ bei P, wobei

Lésung. Die Richtungsableitung in Richtung e, = (Zfs((g))) ist gegeben
durch
aevf(xay) = df(l’,y) "€y
cos
(s ' cos(p)
=(5 ) (Sin(gp))
= xCOQS(SO) + 2y sin(p)
Also
Do [(2,0) =1
b) P=(0,1), p = —,
Lésung.
e £(0,1) = 2sin(Z) = V2
1 4
C) P = (070)’ =735
Lésung.

De, £(0,0) =0

™
2

2. Berechne die partiellen Ableitungen , die totale Ableitungen und die Ableitung
in Richtung (_11) von

Bitte wenden!



a) fl,y) =2 +y’
Losung. Die partiellen Ableitungen lauten

Ouflx,y) =22, 0y f(z,y) =2y.
Die totale Ableitung ist gegeben durch

(Ouf(z,y) Oyf(x,y)) = (22 2y)

1

Die Richtungsableitung in Richtung v = (_1

) ist gegeben durch

8vf(x7y) = df(l’,y) v
~ @) afn) ()

~ (%) ()

=2r — 2y

b) flz,y) =" +y
Losung. Die partiellen Ableitungen lauten

aﬂcf(x7y) :ex7 ayf(x7y) =1

Die totale Ableitung ist gegeben durch
(0uf(z,y) Oyf(z,y)) = (" 1)

Die Richtungsableitung in Richtung v = ( L ) ist gegeben durch

-1
Ovf(2,y) = df (,y) - v
= (0uf(z,y) Oyf(2.y))- (_11)
- (1)
=" —1

c) f(z,y) = cos(zy)
Losung. Die partiellen Ableitungen lauten

0. f(x,y) = —ysin(zy), 0,f(x,y) = —wsin(ry).

Siehe nichstes Blatt!



Die totale Ableitung ist gegeben durch

(0:f(z,y) Oyf(x,y)) = (—ysin(zy) —wsin(zy))

Die Richtungsableitung in Richtung v = (_1 ) ist gegeben durch

1
avf(xvy) = df(x,y) v
= (—ysin(zy) —wzsin(zy)) - (_11)

= —ysin(zy) + x sin(xy)

d) fla.y) =7

Losung. Die partiellen Ableitungen lauten

Cy(l4x)—ay Yy o

Die totale Ableitung ist gegeben durch

(0uf(z,y) Oyf(x,y)) = ((1+yx)2 Hiff)

Die Richtungsableitung in Richtung v = (_11) ist gegeben durch

8vf(:c,y) - df(.iE,y) v
- @) osta)- ()

y _z_ 1
- ((1+:(:)2 1+x)' 1

Y T

(1+2)* (1+u)

3. Zeichne den Graph und bestimme Maxima, Minima und Sattelpunkte der fol-
genden Funktionen

a) flz,y)=e™ (v - 1)

Losung. Der Graph ist gegeben durch

Bitte wenden!



Die totale Ableitung lautet

Ocf(@.y) Oyf(z,y)) = (—20e™ (y* = 1) e *2y)
Aus
(=2 (y> — 1) e *2y) = (0 0)
folgt

—2ze ™ (12 —1) =0
e_m22y =0

Es gilt e‘f’:22y = 0 genau dann wenn y = 0. Die erste Gleichung wird
—2z¢™* (0 — 1) = 0, also = = 0.
(Losung mit Hesse-Matrix) Die Hesse Matrix von f(z,y) ist gegeben durch

(0.0:f(z,y) 8,0,f(x,y)\ [ (422" —2e77) (12 — 1) —daye™
o) = (@/axf(l‘,y) ayayf«c,y))‘ <( _4@6—2 2" )

Also gilt

2 0
Es folgt, dass det H;(0,0) =4 > 0 und 0,0, f(0,0) = 2 > 0. Also ist (0,0)

ein lokales Minimum.

Siehe nichstes Blatt!



(Losung ohne Hesse-Matrix) Es gilt
0< e v <1 fiir alle z, 3y*—1<0 fiir alle y € [-1,1].

Also gilt f(z,y) = e’ (y*—1) <0 fir alle y € [~1,1] und f(z,y) > —1
falls # # 0 oder y # 0. Das heisst dass (0,0) ein lokales Minimum ist.

b) f(z,y) =2y —2® —y*

Losung. Der Graph ist gegeben durch

Die totale Ableitung ist
(O f(x,y) Oyf(z,y)) = (2xy* — 22 2y2® — 2y)

Aus
(2zy? — 2z 2yz® —2y) = (0 0)

erhilt man
20y —2r =0
2y2? —2y =0

Es gibt folgende Moglichkeiten

e Falls x = 0, wird das Gleichungssystem

0 =0
0—2y =0

Es folgt dass y = 0 sein muss.

Bitte wenden!



e Falls y = 0, wird das Gleichungssystem

Es folgt dass x = 0 sein muss.

e Falls z # 0 und y # 0 gilt

20y —2x =0
2yz? —2y =0

Aus der ersten Gleichung erhilt man 2zy? = 2z, d.h. y?> = 1, also y = %1.
Aus der zweiten Gleichung folgt 2yz? = 2y, d.h. 22 =1 und = = £1.

Die Punkte (x,y) so dass
(nyz —2r 2yx® — Qy) = (0 0)
sind (0,0), (—1,-1), (1,—1), (=1,1), (1,1). Die Hesse-Matrix lautet

L a:vaacf(x7 y) axayf(l‘7 y) _ 2y2 —2 4xy
Hy(w,y) = (ayayf(x,y) ayﬁxf(x,y)) - ( dyr a0 — z)

e Wenn H;(0,0) = _02 _02) ist, gilt det H;(0,0) =4 > 0und 0,0, f(0,0) =

—2 < 0. Also ist (0,0) ein lokales Maximum.
e Falls (z,y) = (+1,+£1) dann

0 4dx
e = (40, )

also det H(x,y) = —162%y* = —16 < 0. Es folgt dass (-1, —1), (1,-1),
(—1,1), (1,1) Sattelpunkte sind.

c) f(z,y) ="+ 2%y’

Losung. Der Graph ist gegeben durch

Siehe nichstes Blatt!



Die totale Ableitung ist

Ouf(z,y) 0,f(x,y) = 2x(1+y?) (2 —1) 2ya?)

Aus
(2¢(14+y%) 2yaz®) = (0 0)

erhalt man

2yx? =0

{2;5(1 +42) =0

Es gilt 22(1 + 3?) = 0 genau dann wenn x = 0. Die zweite Gleichung wird
0- 2% = 0. Es folgt dass

(0uf(,y) Oyf(z,y)) = (0 0)

genau dann wenn y = 0. Die Hesse-Matrix lautet

_ (0:0:f(z,y) 0.0, f(w,y)\ _ (2(1+y°) dyx
Hy(w,y) = <8y8yf(x,y) @&f(x,y)) - ( dyx 2x2)

Also

2
det H¢(0,y) = det (2(13—?; ) 8) =0,

d.h. man muss direkt verifizieren!
Man schreibe f(z,y) = 2*(1 + y?). Dann gilt

22 >0 fiir alle z, 1+ 1y* > 1 fiir alle y

Bitte wenden!



Also ist f(z,y) = 2*(1 4+ %?) > 0 fiir alle z, y und die Gleichheit f(z,y) =0
gilt genau dann wenn x = 0. Es folgt dass die Punkten (0, y) alle Minimum
sind.

4. Multiple choiche

1. Sei f(z,y) eine Funktion, fiir die 9, f(0,0) = 0 und 9, f(0,0) = 0 gilt; dann
ist fiir jedes v = (21)7 die Richtungsableitung 9, f(0,0) = 0
2
(a) Falsch.
v/ (b) Richtig

Es gilt

0, £(0,0) = df(0,0) - v
=0

da df(0,0) = (8)

Siehe nichstes Blatt!



2. Betrachte die Funktion f(z,y) = 2* — y3 mit Graph

Es gilt

bei (0, 0).
(a) (0,0) ist ein Maximum.
(b) (0,0) ist ein Minimum.

v (c) (0,0) ist ein Sattelpunkt.

Bitte wenden!



3. Betrachte die Funktion f(z,y) = x?y? mit Graph

Fiir eine feste ¥ € [0, 7], sei 7y (t) ein weg definiert durch

v(t) =: f(cos(I)t,sin(V)t)

V() 0:,0,f(2,0)=0.

(@) 8,0,f(0.5) =0,

(e) 00ys(t) =0, fiir jede ¥ € [0, 7.



