D-CHAB Grundlagen der Mathematik I (Analysis B) FS 2016
Theo Biihler

Losung 12

1. Gesucht ist fiir die folgenden Funktionen das Taylorpolynom 2-ten Grades um
(0,0). Berechne dieses einerseits durch direktes Einsetzen in die Definition, an-
dererseits durch Verwenden von bekannten Potenzreihen.

a) cos(ry)
Lésung.
1. (Direkt) Das Taylorpolynom 2-ten Grades um (ay, as) ist
To(x,y) = flar, a2) + (x — a1) falar, az) + (y — a2) fy(ar, as)

+ ! (2 = a1)? faw(ar, a2) + 2(z — a1)(y — a2) fay(a1, az) + (y — a2)? fyy(as, az)]

2
f(z,y) = cos(zy) = £0,0) = 1
fa(z,y) = —ysin(zy) = £.(0,0) = 0
fy(z,y) = —zsin(zy) = £,(0,0) = 0
fea(7,9) = —y*sin(zy) = f22(0,0) = 0
fey(@,y) = fya(w,y) = —sin(zy) —ycos(zy) = fey(0,0) = 0
Fun(:9) = —a’cos(zy) = fyy(0,0) = 0
Wir haben

Ty(z,y) =1+ 0(z — 0) 4+ 0(y — 0) +% [0(z — 0)* +2(z — 0)(y — 0)0 + (0)(y — 0)?]
=1

2. (Mit Potenzreihen) Es gilt

cos(z) = ;(—1)”(;n)!

Die Taylorreihe von cos(zy) ist gegeben duch

cose) = 31" 500

also Ty(z,y) = 22:0(_1)71(:(?72)! =1

Bitte wenden!



b) ze*tY,

Lésung.
1. (Direkt)
f(z,y) = xe™ = f(0,0) =0
f(z,9) = "M 4 etV = f:(0,0) =1
fy(x,y) = ge*tV = f,(0,0) = 0
fuz(z, ) = Y 4 Y 4 etV = f22(0,0) = 2
fxy(xay):fmy(xay) = " getY = fmy(070) =1
fyy<x>y) = xe™Y = fyy(oao) =0
Wir haben

Ty(z,y) =0+ 1(z — 0) + 0(y — 0) +% [2(z — 0)* + 1(z — 0)(y — 0) + (0)(y — 0)?]
=2+ 2° + a2y

2. (Mit Potenzreihen) Setze z = x 4+ y. Wir haben

also

xe® Y = re*

=$<Z%>

n=0
(:L“er)ZJr(:L”ry)?’Jr
ol 3l

3 2
:x+x2+xy+?+%+x2y+....

=x<1+a:—|—y+

also Ty(x) = = + 2% + zy.
c) e’ In(l+y)

Lésung.

Siehe nichstes Blatt!



1. (Direkt)

f(z,y) = e’In(l+y) = f(0,0) = 0
fe(z,y) = e”In(1+vy) = fz(0,0) = 0
fu(x,y) = e*(1+y)! = 1,(0,0) = 1
fea(2,9) = e’In(1+y) = f22(0,0) = 0
fry(xvy) = fmy(“"ay) = (1 +y)~ ! = fxy(oa()) = 1
fyy(xﬁU) = e’(1+y)~ 2 = fyy(ovo) = -1

Wir haben

To(z,y) = 04 0(x — 0) + 1(y — 0) + % [0(z = 0)% +2(x — 0)(y — 0) + (—1)(y — 0)?]

2

_ _v
=ytay— 3

2. (Mit Potenzreihen) Wir haben

exln(1+y):<z )(Z Dl )):y+xy—%2+...

n=0

also )
Ty(z,y) =y +zy — %

2. Berechne die Rotation der folgenden Vektorfelder

Vi(z,y) = <2my +§OS<$)<}OS(y))

x? — sin(z) sin(y)

Va(z,y) = < . )
("

Va(z,y) = In(zy +sm >

ycos ) +yz
Vi(z,y,2) = | xcos(zy) + a2

Bitte wenden!



Lésung. Es sind

rot V) = g( ? —sin(x)sin(y)) — E(ny + cos(z) cos(y))

ox oy
= 2z — cos(x) sin(y) — 2z + cos(x) sin(y)
=0,
0 0
rot Vo = —y® — —(—zy?) = 0 + 2z,
2= 5y 8y( y’) Y
0 0 1
rot Vs = —(2?) — — (In(zy) + sin(x)) = 2z — —,
= () = 5 (nfay) +sin(e) = 20—
Fiir ¢ = 4, ist rot V; gegeben durch
il Vi Vi
@ Vit WS —
rotV; =V xV = o | Vio | = [ 2 — 2
Vi 8V,
o Vis o oy
Es sind
Vs OV _zy _ z cos(zy)+xz -0
Oy 0z Oy oz
Vi _ Vi _ yeosay)tyz  ay _
0z oz 0z oz
Oip _ OV _ weos(ey)twz _ yeos(ay)ltyz _
Ox oy ox oy -

Ein Vektorfeld V' heisst wirbelfrei, wenn rot V' = 0 gilt. Somit sind V;, V wirbel-
frei, V5, V5 hingegen nicht.

. Sind die Vektorfelder Vi, V5, V3, V, Potentialfeldern? Gib, wenn nein eine Be-
griindung, wenn ja eine Potentialfunktion an.

Lésung. Ist V; ein Potentialfeld, so existiert ein Potential f; : R? — R, so dass
V fi = Vi, das heisst

oh = Vi1 = 2zy + cos(x) cos(y)

Ox
= filz,y) = /me + cos(z) cos(y) dx

= 2y + sin(x) cos(y) + C(y)

= %—j; = 2% — sin(x) sin(y) + %C’(y) = 2 — sin(z) sin(y)
= %C(y) =0 = Oy =c,

Siehe nichstes Blatt!



und somit ist fi(z,y) = z%y +sin(z) cos(y) + ¢ ein Potential von V;, wobei ¢ eine
Konstante ist.
Wegen rot V; # 0 ist V; kein Potentialfeld fiir ¢ = 2, 3. Ist V} ein Potentialfeld, so
existiert ein Potential f; : R® — R mit V f, = Vj, das heisst

of

a—; = ycos(zy) +yz

S fiey) = / y cos(ay) + yz do

= sin (zy) + zyz + C(y, 2)

Ofa _ 9 _
= T xcos(zy) + xz + ayC’(y, z) = xcos(xy) + vz
= SC)=0 = Cl9)=Cl)
L Oh_smlm)twEtCG)
0z 0z
0
= &C(Z) =0 = C(C(2)=c

und somit ist fy(x,y,z) = sin (zy) + zyz + ¢ ein Potential von V}, wobei ¢ eine
Konstante ist.

. Multiple Choiche
Wir betrachten das Vektorfeld

2sin(x) cos(z) + ylog(z)
V(z,y,z) = ZEI(;%(Z)

z

auf {(z,y,2) | z > 0}.

Bitte wenden!



1. Ist V wirbelfrei?

Ja
Nein
Nachrechnen:

rotV = ( é : é ) = (
log(z) — log(2)

also ist das Vektorfeld wirbelfrei.

2. Welche der folgenden Funktionen sind Potentiale von V7

1
— 5 cos (2x) + zylog (2)

sin(2z) + i
z

1
35 cos (2z) + zylog (z) + 1234.

sin?(x) + 2
z

sin?(z) 4+ xylog (2) — 27

Keine der obigen Funktionen ist ein Potential von V.



