D-CHAB Grundlagen der Mathematik I (Analysis B) FS 2016
Theo Biihler

Losung 13

1. Betrachte die Funktionen

R2?R3—>R37R2
g

f(xu y) = (ZL’y + COS(?J)7$2?J7$) ) g(I7y7 Z) = (l’ + y27 SiH(Z),[EZ)
und
hz,y,z) = (x +y? 2+ 1)

a) Berechne die Jacobi-Matrizen J¢(z,y), Jy(x,y, 2) und Jy(z, v, 2)
Lésung. Wir haben

y x —sin(y) 1 2y 0

1 2
Ji(z,y) = | 2y x? Jy(x,y,2) =10 0 cos(z) Jp(z,y,2) = y 0
0 0 2z
1 0 z 0 T
b) Berechne die Kompositionen go f, ho g, ho f und die Jacobi-Matrizen
JgOf(xay)a Jh0g<xay>z>7 JhOf(xvy)
direkt, und
Losung. Wir haben
goflx,y) = (zy+cos(y) +a'y? sin(x), 2’y + x cos(y))
hog(z,y,z) = (z+y° +sin’(z),2°2" + 1)
ho f(z,y) = (xy+cos(y)+ 'y, 2°+1)
Wir haben
3,2 o 4
Jyof(x,y) = y:o;lé)y ’ xzsil(qg,{)sljl_(zf ’ Thog (T, Yy, 2) = L2y 2sinfz) cos(z)
gof \T Y 2y 0 hog\™> 7 202 0 2022

und - ) A
y+4x°y” x —sin(y) + 22y
Jhof(xvy):( 20 0 >

Bitte wenden!



c) Berechne die Jacobi-Matrizen
Jgof(way)a Jhog(m’yvz)a JhOf(xvy)
mit Hilfe der Kettenregel.

Lisung. Wir haben Jyor(z,y) = (Jof(z,y)) - Jr(x,y). Also

1 222y 0 y x —sin(y)
Jpop(z,y) =0 0  cos(x) 2xy x?
z 0 T 1 0

Wir haben Jyo4(z,y, 2) = (Jrg(x,y, 2)) - Jo(z,y, 2). Also

. 1 2y 0
1 2sin(z 0
D) = (5 250 ) (00 st

z 0 T

Wir haben Jyor(x,y) = (Jnf(z,y)) - J(z,y). Also

y x —sin(y
1 22% 0) 2()

Jhof<m7y) = (0 0 2 QSCy z
1 0
Betrachte den Bereich
(1,1)
B
(0,0) (1,0)

2.

a) Schreibe B als Normalgebiet beziiglich der z-Achse, und fasse

/ e d(x,y),
B

Siehe nichstes Blatt!



als iteriertes Integral auf. Ist dieses berechenbar?

Liosung. Es gilt B :={(z,y) |0 <2 <1,0<y <z}. Dann

b) Schreibe B als Normalgebiet beziiglich der y-Achse, und fasse

/ e d(x,y),
B

als iteriertes Integral auf. Ist dieses berechenbar?

Liosung. Es gilt B :={(z,y) |0 <y <1,y <z <1}. Dann

1 41
/ex2d(:v,y) :/ / exzda:dy
B 0 Y

aber leider fyl e’ dx ist sehr sehr shwierig zu 1sen!( [ e’ dx ist nicht eine
einfache Funktion!)

3. Betrachte den Bereich

Bitte wenden!



(0,0) (1,0)

Berechne

Losung. Betrachte

(0,0)

Siehe nichstes Blatt!



Wir berechnen die Koordinaten von P.
4
VT =2y — 1 genau dann wenn z = 4(z — 1) genau dann wenn z = 3

also P = (3, \/lg) Dann haben wir

By :={(z,9)[0<2<1,0<y < Va}

und ,
By —{(iv,y)|1§w§§,2 x—lgyg\/z}
Also
1 vz
/ zyd(z,y) :/ / xydydx
By o Jo
1
:/ L fda:
0
1,2
:/ A
0 2
1
2
und
1 vz
/ zyd(z,y) = / zydydx
Bs 0 J2vz—1
0 9 '2vaz-1
1,2 4 _q
0 2 2
1 2
3x
= ——+2> dz
[ (-5
33
= (—T—FQ.%') (1)
= 1+2
)
Wir haben
/:L‘yd(m,y) :/ xyd(x,y)+/ xyd(z,y) =
B B Bo

4. Integriere f(z,y) = /1 — y? — 22 iiber den Kreis 22 +¢y* < 1

Bitte wenden!



a) direkt.

Losung. Es gilt (aus Serie 1, Aufgabe 2.e))

/de -1 (xM+aamtan (&)) |

Also Wir schreiben den Kreis D, , als {(x, y) : 0<x <1, —vV1—-22<y<+1-— I2}.
Wir haben

1 V1—1z2
/ V1—22—y?dyde =

1J—V1-22

1 1 V1—z2
:/_15( 1—y2_x2+(1—x2)arctan<#2_y2>> _j/@dx

1 NG 1 = 72
= / 1 ((1 — xz) arctan ( Lo ) - (1 - x2) arctan (#>) dz

12 0 0

1
- / % ((1 — 2®) arctan (c0) — (1 — 2*) arctan (—o0)) du

-1

1

1

r cos(1)

b) Sei ®(r,9) := (rsin(ﬁ)

) Berechne Jg(r, ), det (Jo(r,v)).

Lésung
_ (cos(¥) —rsin(D)
Jo(r,0) = (sin(ﬁ) 1 cos(V)

c) Schreibe der Kreis als

) und det (Jo(r, ) =r

D,y :={(r,9) |0<r<1,0<49<2n}
und berechne f (®(r,v)) explizit.

Lésung
Es gilt = r cos(¥) und y = rsin(J) also

f(P(r,9)) = f (rcos(?), rsin(¥)) = \/1 — r2sin()? — r2 cos(9)? = V1-—r2

Siehe nichstes Blatt!



d) (Optional) Unter Verwendung der Formel

/D f(,y)d(x,y) = /D F(r.9) (det (Jo(r, 0))) d(r. 9)

Lésung

J

fladte.) = | ) (et Galr ) )
= /0 1 /0 T rddar
- / 1 2mV1 — r2rdr

0
2

= —%\/1 — 72|5dr

B 2

3

z,y



