D-CHAB Grundlagen der Mathematik I (Analysis B) FS 2016
Theo Biihler

Losung 8

1. Bestimme alle reellen Losungen der Gleichung
i(t) +u(t) = q
fiir
a) q=1t", m=20,1,2,3

Lésung. Fiir die homogene Gleichung #(t)+u(t) = 0 machen wir den Ansatz
up(t) = e* und erhalten das charakteristische Polynom

N4+1=0 = \o=di
Die reelle homogene Losung ist somit
up(t) = Acos(t) + Bsin(t), A B eR.

Fiir die inhomogene Gleichung machen wir den Ansatz
m
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Einsetzen in die Differentialgleichung und Koeffizientenvergleich liefern
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Bitte wenden!



Die inhomogene Losung ist somit

m—2
wi(t) =" =" (k+1)(k + 2)apot*
k=0
=t" —m(m — Dt" 2 +m(m —1)(m — 2)(m — 3)t™* —
Die reelle Losung der Differentialgleichung ist

u(t) = up(t)+u;(t) = Acos(t)+Bsin(t)+t"—m(m—1)t"*4+m(m—1)(m—2)(m—3)t" *—

Fiir m =0, 1,2, 3 erhalten wir

m=0: u(t)=ag=1,
= u(t) = Acos(t) + Bsin(t) + 1
m=1: u(t)=a +aut a=1, ag=0
= wu(t) = Acos(t) + Bsin(t) + ¢
m=2: u(t)=ag+ait+ayt® a;=1 a =0, ay=—2
= u(t) = Acos(t) + Bsin(t) +t* — 2
m=3: u(t)=ao+ait+at’+ast’ az=1, ay=0, a;=-6, ay=0
= u(t) = Acos(t) + Bsin(t) +t* — 6t.
q = sinh(t)

1
Lisung. Mit sinh(t) = §(et — e7") haben wir den Fall y = +1, was kei-
ne Nullstellen des charakteristischen Polynoms y sind. Also machen wir den

Ansatz

bo
Uzt = pt
© X (1)
Setzen wir © = +1 ein, so erhalten wir
1 1
a(t) = ———e' = =¢!
unlt) =5 = 1
1 1
ot) = ———-———et=—Z¢t
vell) =y CiEe ) 1

1 1
Z(et —e ) = 5 sinh()

Somit ist die Losung der Differentialgleichung

= w(t) = ua(t) +up(t) =

u(t) = up(t) + u;(t) = Acos(t) + Bsin(t) + % sinh(t).

Siehe nichstes Blatt!



2. Lose folgendes Anfangswertproblem
mi(t) = mg — ki(t), x(0)=0, z(0)=0.

(Die Losung beschreibt das Fallen eines Korpers bei einer zur Geschwindigkeit
proportionalen Reibung.)

Losung. Fir die homogene Gleichung mi(t) + ki(t) = 0 machen wir den Ansatz
z(t) = M. Und somit
m)\2+k:)\:O = )\120, )\2:—ﬁ

m

Die reelle homogene Losung ist also

k
rp(t) = A+ Be m', A, B eR.
Fiir die inhomogene Lésung machen wir den Ansatz

Einsetzen in die Gleichung liefert

m-O—i-kCLo:mg -~ aoz% = xz(t):%t
Die allgemeine reelle Losung der Differentialgleichung ist somit
k
x(t) = mp(t) + a5(t) = A+ Be™m' + %t.

Die Konstanten lassen sich nun aus den Anfangsbedingungen bestimmen:

2(0)=0=A+B & A=-B

k _k, mg
i(t) = —B—e m' + ==
x(t) e + p
() —0—-—pr ™ o g
T T TR
m?g m?g _k, mg
= $<t>:—?+?€ m +?t

3. Die Bewegungsgleichungen des Foucaultschen Pendels lauten
B(t) = 2uy(t) — yx(t)
§(t) = —2ui(t) — yy(b),

mit v = g/l, g Erdbeschleunigung, [ Pendelldnge, u eine von der geographischen
Breite abhéngige reelle Konstante, x, y erdfeste kartesische Koordinaten in Nord-
Stid- bzw. West-Ost-Richtung.

Bitte wenden!



a) Fasse die Gleichungen zu einer Differentialgleichung 2. Ordnung fiir
z(t) = x(t) +iy(t) zusammen und berechne die Losung mit z(0) = a, a € R,
2(0) = 0.

Lésung. Mit z(t) = x(t) + iy(t) erhalten wir

Z(t) = @(t) +4g(t)
= 2uy(t) — ya(t) + i(—2ui(t) — vy(t))
= 2uy(t) — ya(t) — 2t (t) — ivy(t))
= —y(x(t) +iy(t)) — 2du(i(t) +iy(t))
= —vz(t) — 2iuz(t),

also eine homogene, lineare Differentialgleichung 2. Ordnung. Mit dem An-
satz z(t) = e erhalten wir

_ju+ \/—4u® — 4
N2ty =0 = Ap= 0t > Y Y it +

und somit die allgemeine Losung der Differentialgleichung
2(t) = AeiturV/ 1) | ge—ittuby/w+)
= e’”“(Ae“\/E + Be’”\/m), A BeC
Mit den Anfangsbedingungen lassen sich nun die Konstanten bestimmen:

200)=A+B=a & B=a—A
A(t) = e’““(iAeit\/m(—u +Vu2+7) — i Be~it(utV/ut47) (u+ Vu2+7))
2(0) = iA(—u + u? +v) —iB(u+ Vu? + )

=iA(—u+ Vur+7v) —ila— A)(u+ Vu? +7)

= 2iA/u? + v —ida(u+ /u+7) =0
= A:E_FLZE 14.# ’
2\/u2 +v 2 u? + 7y

L
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Die Losung des Anfangswertproblems ist also

(1) = @e—itu | [ 14 u eit\/u2_+7+ 1— U ot/ |
2 u? +y u? + 7y
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Siehe nichstes Blatt!



b) Man berechne Ort und Geschwindigkeit des Pendelkorpers zu den Zeitpunk-
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Bitte wenden!



4. Multiple Choice. In den folgenden Fragen geht es um die lineare Differentialglei-
chung
u™ 4+ a, u" Y 4 Fag =D (L)

mit Inhomogenitit b # 0 und die zugehorige homogene Gleichung
u™ + a1 u"Y 4 a4 ag = 0. (H)

Entscheide, welche der folgenden Aussagen korrekt sind.

1. Die Losungen von (L) bilden einen n-dimensionalen komplexen Vektorraum.
(a) Wahr

Nein, ein Vektorraum enthélt immer die 0. Die Funktion u = 0 16st jedoch die Gleichung
(L) nicht, da b # 0 ist.

v/ (b) Falsch

2. Die Losungen von (H) bilden einen n-dimensionalen komplexen Vektorraum.
v (a) Wahr

(b) Falsch

3. Sind w; und uy Losungen von (L), so ist u; — uy auch eine Losung von (L).
(a) Wahr

v/ (b) Falsch

4. Sind u; und uy Losungen von (L), so ist u; — ug auch eine Losung von (H).
v/ (a) Wahr

(b) Falsch



