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Lösung 8

1. Bestimme alle reellen Lösungen der Gleichung

ü(t) + u(t) = q

für

a) q = tm, m = 0, 1, 2, 3

Lösung. Für die homogene Gleichung ü(t)+u(t) = 0 machen wir den Ansatz
uh(t) = eλt und erhalten das charakteristische Polynom

λ2 + 1 = 0 ⇒ λ1,2 = ±i.

Die reelle homogene Lösung ist somit

uh(t) = A cos(t) +B sin(t), A,B ∈ R.

Für die inhomogene Gleichung machen wir den Ansatz

ui(t) =
m∑
k=0

akt
k

u̇i(t) =
m∑
k=1

kakt
k−1

üi(t) =
m∑
k=2

k(k − 1)akt
k−2 =

m−2∑
k=0

(k + 1)(k + 2)ak+2t
k.

Einsetzen in die Differentialgleichung und Koeffizientenvergleich liefern

tm =
m−2∑
k=0

(k + 1)(k + 2)ak+2t
k +

m∑
k=0

akt
k

=
m−2∑
k=0

((k + 1)(k + 2)ak+2 + ak)t
k + am−1t

m−1 + amt
m

⇒ am = 1, am−1 = 0, ak = −(k + 1)(k + 2)ak+2.

Bitte wenden!



Die inhomogene Lösung ist somit

ui(t) = tm −
m−2∑
k=0

(k + 1)(k + 2)ak+2t
k

= tm −m(m− 1)tm−2 +m(m− 1)(m− 2)(m− 3)tm−4 − . . .

Die reelle Lösung der Differentialgleichung ist

u(t) = uh(t)+ui(t) = A cos(t)+B sin(t)+tm−m(m−1)tm−2+m(m−1)(m−2)(m−3)tm−4−. . . .

Für m = 0, 1, 2, 3 erhalten wir

m = 0 : ui(t) = a0 = 1,

⇒ u(t) = A cos(t) +B sin(t) + 1

m = 1 : ui(t) = a0 + a1t a1 = 1, a0 = 0

⇒ u(t) = A cos(t) +B sin(t) + t

m = 2 : ui(t) = a0 + a1t+ a2t
2 a2 = 1, a1 = 0, a0 = −2

⇒ u(t) = A cos(t) +B sin(t) + t2 − 2

m = 3 : ui(t) = a0 + a1t+ a2t
2 + a3t

3 a3 = 1, a2 = 0, a1 = −6, a0 = 0

⇒ u(t) = A cos(t) +B sin(t) + t3 − 6t.

b) q = sinh(t)

Lösung. Mit sinh(t) =
1

2
(et − e−t) haben wir den Fall µ = ±1, was kei-

ne Nullstellen des charakteristischen Polynoms χ sind. Also machen wir den
Ansatz

ui(t) =
b0
χ(µ)

eµt.

Setzen wir µ = ±1 ein, so erhalten wir

ui1(t) =
1

2(12 + 1)
et =

1

4
et

ui2(t) = − 1

2((−1)2 + 1)
e−t = −1

4
e−t.

⇒ ui(t) = ui1(t) + ui2(t) =
1

4
(et − e−t) =

1

2
sinh(t)

Somit ist die Lösung der Differentialgleichung

u(t) = uh(t) + ui(t) = A cos(t) +B sin(t) +
1

2
sinh(t).

Siehe nächstes Blatt!



2. Löse folgendes Anfangswertproblem

mẍ(t) = mg − kẋ(t), x(0) = 0, ẋ(0) = 0.

(Die Lösung beschreibt das Fallen eines Körpers bei einer zur Geschwindigkeit
proportionalen Reibung.)

Lösung. Für die homogene Gleichung mẍ(t) + kẋ(t) = 0 machen wir den Ansatz
x(t) = eλt. Und somit

mλ2 + kλ = 0 ⇒ λ1 = 0, λ2 = − k
m
.

Die reelle homogene Lösung ist also

xh(t) = A+Be−
k
m
t, A,B ∈ R.

Für die inhomogene Lösung machen wir den Ansatz

xi(t) = a0t ⇒ ẋ(t) = a0, ẍ(t) = 0.

Einsetzen in die Gleichung liefert

m · 0 + ka0 = mg ⇔ a0 =
mg

k
⇒ xi(t) =

mg

k
t.

Die allgemeine reelle Lösung der Differentialgleichung ist somit

x(t) = xh(t) + xi(t) = A+Be−
k
m
t +

mg

k
t.

Die Konstanten lassen sich nun aus den Anfangsbedingungen bestimmen:

x(0) = 0 = A+B ⇔ A = −B

ẋ(t) = −B k

m
e−

k
m
t +

mg

k

ẋ(0) = 0 = −B k

m
+
mg

k
⇔ B =

m2g

k2

⇒ x(t) = −m
2g

k2
+
m2g

k2
e−

k
m
t +

mg

k
t.

3. Die Bewegungsgleichungen des Foucaultschen Pendels lauten

ẍ(t) = 2uẏ(t)− γx(t)

ÿ(t) = −2uẋ(t)− γy(t),

mit γ = g/l, g Erdbeschleunigung, l Pendellänge, u eine von der geographischen
Breite abhängige reelle Konstante, x, y erdfeste kartesische Koordinaten in Nord-
Süd- bzw. West-Ost-Richtung.

Bitte wenden!



a) Fasse die Gleichungen zu einer Differentialgleichung 2. Ordnung für
z(t) = x(t) + iy(t) zusammen und berechne die Lösung mit z(0) = a, a ∈ R,
ż(0) = 0.

Lösung. Mit z(t) = x(t) + iy(t) erhalten wir

z̈(t) = ẍ(t) + iÿ(t)

= 2uẏ(t)− γx(t) + i(−2uẋ(t)− γy(t))

= 2uẏ(t)− γx(t)− 2iuẋ(t)− iγy(t))

= −γ(x(t) + iy(t))− 2iu(ẋ(t) + iẏ(t))

= −γz(t)− 2iuż(t),

also eine homogene, lineare Differentialgleichung 2. Ordnung. Mit dem An-
satz z(t) = eλt erhalten wir

λ2 + 2iuλ+ γ = 0 ⇒ λ1,2 =
−2iu±

√
−4u2 − 4γ

2
= −iu± i

√
u2 + γ

und somit die allgemeine Lösung der Differentialgleichung

z(t) = Aeit(−u+
√
u2+γ) +Be−it(u+

√
u2+γ)

= e−itu(Aeit
√
u2+γ +Be−it

√
u2+γ), A,B ∈ C

Mit den Anfangsbedingungen lassen sich nun die Konstanten bestimmen:

z(0) = A+B = a ⇔ B = a− A

ż(t) = e−itu(iAeit
√
u2+γ(−u+

√
u2 + γ)− iBe−it(u+

√
u2+γ)(u+

√
u2 + γ))

ż(0) = iA(−u+
√
u2 + γ)− iB(u+

√
u2 + γ)

= iA(−u+
√
u2 + γ)− i(a− A)(u+

√
u2 + γ)

= 2iA
√
u2 + γ − ia(u+

√
u2 + γ) = 0

⇔ A =
a

2
+

au

2
√
u2 + γ

=
a

2

(
1 +

u√
u2 + γ

)
,

B =
a

2
− au

2
√
u2 + γ

=
a

2

(
1− u√

u2 + γ

)
.

Die Lösung des Anfangswertproblems ist also

z(t) =
a

2
e−itu

((
1 +

u√
u2 + γ

)
eit
√
u2+γ +

(
1− u√

u2 + γ

)
e−it
√
u2+γ

)
.

Siehe nächstes Blatt!



b) Man berechne Ort und Geschwindigkeit des Pendelkörpers zu den Zeitpunk-

ten T/2 und T mit T =
2π√
u2 + γ

.

Lösung. Mit

ż(t) = −iau
2
e−itu

((
1 +

u√
u2 + γ

)
eit
√
u2+γ +

(
1− u√

u2 + γ

)
e−it
√
u2+γ

)

+
ia

2

√
u2 + γe−itu

((
1 +

u√
u2 + γ

)
eit
√
u2+γ −

(
1− u√

u2 + γ

)
e−it
√
u2+γ

)
=

iaγ√
u2 + γ

e−itu
(
eit
√
u2+γ − e−it

√
u2+γ

)

z
(
T
2

)
= z

(
π√
u2+γ

)
=
a

2
e
− iπu√

u2+γ

((
1 +

u√
u2 + γ

)
eiπ +

(
1− u√

u2 + γ

)
e−iπ

)

= −ae
− iπu√

u2+γ

ż
(
T
2

)
= ż

(
π√
u2+γ

)
=

iaγ√
u2 + γ

e
− iπu√

u2+γ
(
eiπ − e−iπ

)
= 0

|ż
(
T
2

)
| = 0

z(T ) = z

(
2π√
u2+γ

)
=
a

2
e
− 2πiu√

u2+γ

((
1 +

u√
u2 + γ

)
e2πi +

(
1− u√

u2 + γ

)
e−2πi

)

= ae
− 2πiu√

u2+γ

ż(T ) = ż

(
2π√
u2+γ

)
=

iaγ√
u2 + γ

e
− 2πiu√

u2+γ
(
e2πi − e−2πi

)
= 0

|ż(T )| = 0.

Bitte wenden!



4. Multiple Choice. In den folgenden Fragen geht es um die lineare Differentialglei-
chung

u(n) + an−1u
(n−1) + · · ·+ a1u

′ + a0 = b (L)

mit Inhomogenität b 6= 0 und die zugehörige homogene Gleichung

u(n) + an−1u
(n−1) + · · ·+ a1u

′ + a0 = 0. (H)

Entscheide, welche der folgenden Aussagen korrekt sind.

1. Die Lösungen von (L) bilden einen n-dimensionalen komplexen Vektorraum.

(a) Wahr

Nein, ein Vektorraum enthält immer die 0. Die Funktion u = 0 löst jedoch die Gleichung

(L) nicht, da b 6= 0 ist.

√
(b) Falsch

2. Die Lösungen von (H) bilden einen n-dimensionalen komplexen Vektorraum.

√
(a) Wahr

(b) Falsch

3. Sind u1 und u2 Lösungen von (L), so ist u1 − u2 auch eine Lösung von (L).

(a) Wahr

√
(b) Falsch

4. Sind u1 und u2 Lösungen von (L), so ist u1 − u2 auch eine Lösung von (H).

√
(a) Wahr

(b) Falsch


