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Prof. Ozlem Imamoglu

Losungen Ferienserie

1. a) Wir bemerken zuerst, dass e; x ¢; = (0,0,0)7. Dann ist e; X ey = e3, e; X e3 = —ea,
_ . _ . k .
ez X e3 = —ep und wir benutzen danach, dass u X v = —v X u. Das heisst, ¢;; = 0 falls ein
Index zweimal vorkommt, und sonst sfj = +1, abhéingend davon (i,7,k) sei eine gerade
oder ungerade Permutation :

+1 (4,4, k) ist eine gerade Permutation von (1,2, 3)
gii =< —1 (4,4, k) ist eine ungerade Permutation von (1,2, 3)
0  sonst.

b) Durch explizites ausrechnen zeigt man: (pu—+u') x v = p(uxv)+u’ xv und v X (pu+u') =
wv X u)+vxu.

c) Wir nutzen, dass e3; = 1 und €3, = —1 und damit

(u x v)' = v?0® — udv? = elgu®v® + el uPv? = 5gjul1ﬂ

gilt, wobei die letzte Gleichheit stimmt, weil a}j verschwindet fiir ¢ oder j gleich 1 und
3

wenn i = j. Analog fiir (u x v)? und (u x v)3.

d) 1. Wir bemerken, dass die gerade Permutationsabbildung (¢, j, k) — (4, k, ) das Permuta-

tionszeichen erhilt, d.h. wenn (4, j, k) von der Form (1,2,3), (2,3,1), (3,1,2) ist, dann

ist auch (4, k,4) von der Form. Analog fiir wenn (7, j, k) ungerade ist. Ist ein Index
doppelt in (4, 7, k), dann klarer Weise auch in (j, k, ), so dass

Eijk = Ejki-

2. Fiir die Identitéit ef; = —e%; bemerken wir, dass dies eine einfache Permutation (i, j) —
(4, 1) ist, und damit das Zeichen der Permutation (4, j, k) umdreht (Priife: Vertauschen
(genau) zweier Stellen von ((1, 2, 3),(2,3,1),(3, 1, 2)) gibt ein Element aus ((1, 3,2),(2, 1, 3),(3,2,1))
und vice versa.)
3. Die Antisymmetrie des Kreuzproduktes folgt nun aus Identitét (2.) und Linearitéit von
X.

det A = Aj(A3A7 — AJAD) — A(ATA3 — ATA]) + Az(ATAS — AGAY)
— 1AL AZAT 192 A AZAT 4 2P0 AL AT AT 22 ALAZ AT P12 AL A AT <9 AL AR AT = N AL AZ A3
(Oder direkt Leibniz’ Formel verwenden.)

f) Wir wollen zeigen, dass

uxvonyZdet< uer uey )

vexr vey

Wir schreiben zunéchst die linke Seite aus:

k.l .1 k

UXVOT XY=1u vx'yj(ekxel)"énm(eixej)m:u kol

m i, ]
vty enEin.

L i, j-n
U Y e Onm = U

Bitte wenden!
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Fiir die rechte Seite bekommen wir,
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und damit Gleichheit beider Seiten.

Seien {b1,...,b,} die Elemente der Basis B. Sei Matrix G = (g;;) definiert durch g;; =
g(bi,b;) und A7 = f(b;)7. Weiter ist wegen Bilinearitéit g(f(u), f(v)) = g(u,v) fiir alle
u,v € V édquivalent mit g(f(b;), f(b;)) = g(bs,b;) fiir alle ¢, j. Damit ist

9ij = guAF AL = (AT)jgu Al = G =ATGA.

Ist B orthonormal, also G = 1 die Identitdtsmatrix, dann ist f orthogonal genau wenn
ATA=1.

Wir kénnen die moglichen Werte von « auf folgender Art finden: M ist orthogonal, falls
M"M =1I,.Dal] =L und (uu")" =uu', folgt

MT =(I, —auu")" = I, —auu" = M und damit

MTM=MM= (I, —auu") (I —auu")

=l Iy — 215 au uw +auu’ auu’

=1, — 2au uw +tuuuu’
~—~

=1
=L+ (20 4+ ®)uu’

Dauu' # Iy, gilt MT M = I, genau dann, wenn —2a 4 a? = 0, also fiir & = 2 oder a = 0
(dann wiirde M = I, trivialerweise orthogonal).

Die Matrix von F, beziiglich der orthonormalen Basis % Y, % (.9, % ¢, % G|

ist die Diagonalmatrix diag(1—2u, 1,1, —1). Eine Diagonalmatrix ist genau dann orthogo-

) ) )

nal, wenn die Eintréige Norm gleich 1 haben, also ist u € {0, 1}.

g definiert fiir alle aq, as eine Bilinearform. Fiir a3 = 5 ist A symmetrisch und damit g
symmetrisch (Wieso?). Damit ¢ ein Skalarprodukt definiert, muss A positiv-definit sein.
Die Determinante von A ist linear in ay, insbesondere existiert ein ¢ € R (=~ 2.8) an dem A
fiir as = ¢ singulér ist (d.h. der Eigenwert=0). Fiir as > ¢ sind alle Eigenwerte positiv und
damit ist A positiv-definit. (Ermittlung von as wird natiirlich keine Priifungsfrage sein!)

1 0o -1
L=1-2 1 1
2 -1 0
Die Matrixdarstellung von ¢ beziiglich B ist G = A. Der Basiswechsel von B nach BY
2 -3 2
ist also durch die Matrix A= = | =3 6 —5| gegeben. Die Koordinaten von den
2 =5 5

Basisvektoren B9 beziiglich der Basis B kann man als die Zeilen von A~! ablesen. Der
Basiswechsel von zwei reziproken Basen ist kontravariant und damit von BY nach C¢ durch
L~ gegeben.

Siehe nichste Seite!



d) Fiir kovarianten Koordinaten eines Vektors ist nach der Darstellung in der reziproken
Basis gefragt: [v]ge = Glv]g Analog fiir [v]¢s oder die Formel vom Basiswechsel B9 nach
C% nutzen — die kovariant ist, also Multiplikation von [v]gs mit L!

10 2 3
00 0 O
—_ (1 _ T _
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b) [¢lpr = (2,-1,0,0)" und [F|g 00 -1 1
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1 1 2 3
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c) Sei L = L. Dann L = 00 -1 -1l Wir konnen verifizieren, daf
00 0 -1

[Fler = L7 FIsL (%)

Sei F' = [Flp, F = [F|p, und A = L~'. In Einstein-Konvention, () ist F' = A} F/LL.
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d) £ ={1,z,2% 27} ist eine Eigenbasis fiir F. Dann [Fl¢ = 00 -1 0
00 0 -2
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Das Transformationsverhalten liest sich dann Eij = LfLéBkh /Lj = L?Lé»Akl, gi = Lfgk,

fi=ALLLfE, T = LELLLT AT,

Jjn 7 n s

b) Fiir die Indizes | = k haben wir jeweils 2 + 1 = 3 Maoglichkeiten fiir (4, 7). Fiir eine fixe
Wahl k # [ sind alle Tupel (i, j) erlaubt (also 4), wobei dann (fiir n = 2) die andere Wahl
von k # [ eindeutig bestimmt ist. Also ist die Dimension von W gleich 10.

6. a) Die Hauptkoeflizienten sind —1, 1, 2.

b)
1/v2 1/v2 0
e, = —l/ﬂ ey = l/\ﬁ e3=10
0 0 1

Bitte wenden!



c) Es gilt

d) Es gilt
(B =

Entsprechend gilt
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