D-MATH, D-PHYS, D-CHAB Lineare Algebra I HS 13
Tom Ilmanen

1.

Musterlosung 12

a) Wir suchen eine 2 x 2-Matrix S = (CCL fl)’ so dass SA = BS gilt. Einsetzen

der Einheitsvektoren ergibt das Gleichungssystem

= (1—=Xa+ 30,
3a+ (1 - \)b,
= (1—p)e+3d,
= 3c+ (1 —p)d.

o o o o
I

Wir sehen, dass je 2 Gleichungen unabhédngig von den anderen sind und die
beiden Gleichungspaare bis auf Umbenennung der Variabeln komplett identisch
sind. Also beschiftigen wir uns zuerst nur mit den ersten beiden Gleichungen.
Man sieht aus der ersten Gleichung sofort, dass a genau dann null ist, wenn auch
b null ist. Offensichtlich konnen aber nicht beide verschwinden, denn sonst er-
halten wir eine Matrix S von nicht vollem Rang, und somit keine Basis. Folglich
gilt a # O und b # 0. Also muss A so gewihlt werden, dass das Gleichungssy-
stem eine nicht-triviale Losung besitzt. Durch auflosen nach a, einsetzen in die
andere Gleichung und dividieren durch b (denn b ist ja nicht null !) erhilt man die
Gleichung 9 = (1 — \)?, also A € {—2,4}. Wir fahren mit A\ = —2 und p = 4

fort, d.h.
-2 0
B_( : 4>,

Falls wir namlich A = y wihlen, so ist S nicht von Rang 2, was wir aber benoti-
gen.

Einsetzen dieser Werte ergibt « = —b und ¢ = d. Mit der kanonischen Wahl

a=c=11ist
1 —1
s=(1 )

und man priift leicht nach, dass SA = BS gilt. Eine Basis von IR? ist nun gegeben

durch w; = S7le; = (_11//22> und wy = S~ ley = Gg)

b) Die so konstruierte Matrix S erfiillt genau die Eigenschaft von 7.

Bitte wenden!



¢) Mit T := S folgt aus BT = T A sofort B = T AT~!. Wir fiihren die Rechnung
dennoch kurz aus:

_ 1 -1 1 3 /2 1/2
1 _
TAT N (1 1 ) (3 1) (—1/2 1/2)
B 1 -1 -1 2
N 1 1 1 2
-2 0
_ ( : 4) _n
d) Man kann sich das Resulat aus ¢) auch wie folgt vorstellen: Die Matrix 7' be-
schreibt den Koordinatenwechsel, das heisst sie verwandelt einen Vektor in Stan-
dardbasis in den gleichen Vektor beziiglich der Basis B. Wenn wir nun die Ab-
bildung B beziiglich der Basis B berechnen wollen, ist das genau das Gleiche,
wie wenn wir einen Vektor beziiglich der Basis 5 nehmen, diesen zuerst mittels
T~ in die Standardbasis umschreiben, dann A anwenden und den resultieren-
den Vektor mit 1" wieder zuriick in die Basis B transformieren. Wir haben also

B =ToAoT ! = TAT~'. Man kann diese Aussage auch als das folgende
kommutierende Diagramm schreiben:

R2 —2 . R2

| ]

R?2 — 2 R?

2. Wir rechnen

2 2 —10\ /2 2 -—10 6 —12 6 000
A2=11 2 =71 2 -7]l=14 -8 4]#|0 o0 0],

0 2 -4/ \0 2 —4 2 -4 2 000

2 2 —10\ /6 —12 6 000
A=1 2 —7]l|4 -8 4|=1000

0 2 —4)\2 -4 2 000

Es gilt Kern ' C Kern F? = Span{(l () 1),(2,1,0)}. Wihle u € R3\ Kern F?,
z.B. u = (1,0,0). Dann werden v = F(u) = (2,1,0) und w = F(v) = (6,4,2).
Ausserdem gilt F' (w) = 0. Beachte, dass ( ,, w) eine Basis von R? ist. Die Matrix
von F beziiglich (u, v, w) lautet

O = O
_ o O
o OO

Siehe nichstes Blatt!



3.

4.

Sei E;; € K™*" die Matrix, die an der Stelle (7, j) den Eintrag 1 und iiberall sonst den
Eintrag 0 hat. Nach Voraussetzung gilt AF;; = I);; A fiiralle 1 <7, j < n. Betrachten
wir nun diese Gleichung fiir 1 < ¢,57 < n fest: AE;; besteht aus lauter Nullen, bis
auf die j-te Spalte, die gleich dem Vektor (ai;, ag;, - .., ay;) " ist. E;; A besteht aus
lauter Nullen, bis auf die i-te Zeile, die gleich dem Vektor (a1, a2, . . ., a;,) ist. Die
Gleichheit aller Eintrige der Matrix ergibt nun

aii:ajjundaki:OVk#i, a]kZOVk#j
Dies konnen wir fiir alle 1 < 7, 7 < n durchfiihren und dies ergibt
A5 :OVi#jundan = Qa9 = ... = AQpp-

Also muss A die Form \E,,, A € KK haben.

a) Wir betrachten die Matrizen als lineare Abbildungen. Das ergibt ein Diagramm
K" 25 K» -4 K"

Weiter definieren wir F' := Ay, p. Dann ist In AB = Im F' und Kern F' =
Kern A N Im B. Mit der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen gilt

Rang AB = Rang F' = dim Im B—dim Kern F' = Rang B—dim Kern F. (%)

Daraus folgt Rang AB < Rang B. Aus ImAB C Im A folgt Rang AB <
Rang A.

Wegen Kern F' C Kern A folgt aus () weiter

Rang AB > Rang B — dim Kern A = Rang B + Rang A — n.

b) Zum Beispiel

100000 000O0O0O0
01 00O0O 00 0O0O0O
001000 000O0O0O0
A= 000O0O00O0 B = 000100
000O0O0O0 000010
000O0O0O0 000O0O0T1

c¢) Ja, dies wird zum Beispiel erreicht fiir
10 10
A_<0 1)’B_<0 0)'

Bitte wenden!



5. a) Sei k die kleinste natiirliche Zahl, so dass A* = 0 gilt. Dann gibt es einen Vektor
v € K2, so dass A¥~'v # 0 ist. Da A eine lineare Abbildung beschreibt, haben
wir nun die Voraussetzungen fiir die Aufgabe 1 der Serie 10 erfiillt und wissen,
dass v, Av, ..., A¥~'y linear unabhiinging sind. Da wir in dieser Aufgabe aber in
IK? arbeiten, muss k < 2 gelte, da hochstens 2 Vektoren linear unabhiingig sein
konnen. Damit gilt schon einmal A? = 0.

Wir unterscheiden nun die beiden Fille £ = 1 und £ = 2. Sei zuerst k£ = 1.
Dann ist A* = 0, und egal welche Basis B wir wihlen, Mz(A) = TAT ! = 0.
Im Fall £ = 2 sind v und Av linear unabhéngig, und wir wéhlen als Basis die
Vektoren (Av,v) mit Basiswechselmatrix 7'. Es gilt nun TAv = (1,0) in der
neuen Basis und TA(Av) = T A*v = TOv = 0. Andererseits ist Tv = (0, 1) und
wieder T'Av = (1, 0), d.h. die Matrix M4, .)(A) muss den ersten Einheitsvektor
auf 0 schicken und den zweiten auf (1,0). Die Matrix, die das macht, ist genau

(b o)

b) Wir verfahren dhnlich wie in der vorherigen Teilaufgabe und unterscheiden nach
dem Rang von A. Falls dieser 0 ist, so ist A = 0 und keine Basiswechselmatrix
kann daran etwas dndern. Andernfalls gibt es ein 0 # v € Bild A. Fiir dieses v
gilt nun Av = v, da v = Au fiir ein u € K2

Falls A den Rang 1 hat, so ergidnzen wir v zu einer Basis (v, w) mit w € Kern A.
Sei T' die Basiswechselmatrix. Es gilt nun TAv = Tv = (1,0) und TAw =
T-0 = 0in der neuen Basis, und gleichzeitig haben wir T'v = (1,0), Tw = (0, 1).
Die induzierte Matrix von A beziiglich der neuen Basis bildet also (1,0) — (1,0)
und (0, 1) — 0 ab, also hat sie die gewiinschte Form.

Falls A den Rang 2 hat, so ist (A~ 'e;, A~'e,) eine Basis mit Basiswechselmatrix
A. Es gilt dann A%¢; = Ae; = (1,0) und A?%ey = Aey = (0, 1) jeweils in der
neuen Basis. Die Abbildungsmatrix von A beziiglich der neuen Basis bildet also
die Einheitsvektoren auf sich selbst ab und ist somit die Identitét.

6. a) Die lineare Abbildung
t: X(R) —C

(a b) )
— a-+1b
-b a

ist ein Isomorphismus von R-Vektorrdumen, und es gilt

WAB) = ((A)u(B) VA, B e X(R).

b) X (C) ist kommutativ, da man in
a b [ c d\ [ ac+bd ad+bc
—b a —d ¢) \—ad—bc ac—10bd

Siehe nachstes Blatt!



a mit ¢ und b mit d vertauschen darf, ohne dass sich die Matrix dndert. X (C) ist
allerdings nicht nullteilerfrei, wie man z.B. an

R GVAL

sieht. Auch gibt es nicht immer multiplikative Inverse: Die Gleichung
L ¢\ fc dy_ (10
—i 1 —d ¢) \0 1

¢) Ist X (IK) wieder ein Korper, so setzen wir 0 := (8 8) = Ox(x), 1:= <1 0) -

hat keine Losung.

01

. 0 1 .
Ixkyundi:= <_1 0). In X(X(]K)) gilt

()0 6

(& J/

# Ox(x) 7 Ox(x(x)) = Ox(x(w))

Die Struktur (X (X (K)),+, - ) ist also kein Korper.



