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Tom Ilmanen

Musterlosung 13

1. Es gilt:

A ist invertierbar < L 4 ist ein Isomorphismus
< Rang (A) =2

& (Z) und (Z) sind linear unabhiingig

a c a c\ ..
= (b> #0, (d) £ 0, (b) #A(d> furalle A € R
< ad — be # 0.

Falls ad — be # 0 kann man direkt nachrechnen, dass
a b 1 d —b\ 1 ad — be 0 (1 0
c d)ad—bc\—c a ) ad—bc 0 ad—bc) \0 1)°
2. a) Esgilt

2
a b bc — ad 0
(c d) :tr(A)-A+( 0 bc_ad):tr(A)-A—detA-I.

Also erfiillen A = — det A, p = tr(A) die Bedingungen.

b)
tr(A?) = tr(tr(A) - A) — tr(det A- I) = (tr(A))* — 2det A.

¢) Offenbarist I € Alg(A) genau dann wenn det(A) # 0, und andernfalls gilt A? =
tr(A) - A, d.h. die Matrizen hingen voneinander ab. Auch im Fall det(A) # 0
wissen wir bereits, dass A, A% und I voneinander abhiingen, und es reicht, zwei
Matrizen davon zu betrachten. Die lineare Abhidngigkeit der dritten Matrix ergibt
sich dann sofort aus (). Am einfachsten priift man die Abhingigkeit offensicht-
lich mit 7 und A, und es muss trivialerweise A = £ gelten. Dann ist det A = £2
und tr(A) = 2¢, und man iiberpriift leicht, dass

(€1)* = 26(¢0) — €1
gilt.

Zusammenfassend hat Alg(A) die Dimension 1, wenn A # 0 und zusitzlich
entweder det A = 0 oder A = &1 gilt.

Bitte wenden!



3.

a) Dies ist ein einfaches Nachrechnen.

b) Die erste Gleichung ldsst sich durch nachrechnen iiberpriifen. Es folgt dann AA =

AA = AA, und die letzte Gleichung folgt wieder durch nachrechnen. Fiir die
mittlere Gleichung verwenden wir

|AB|*1 = ABAB = A BB A = |B|*|A|1.

|B*1

Da die Zahlen |AB|,|A|, |B| alle nicht-negativ sind, muss also die Gleichung
|AB| = |A||B| gelten.

¢) Aus der letzten Gleichung der vorherigen Aufgabe ergibt sich sofort

A
—1 _
A = AP

d) A? = —1 gilt genau dann wenn A = —A~! = —# und [A|* = |A?| = 1. Es
folgt, dass B
A=—-A, Al =1
gelten muss und diese Bedingungen #quivalent zu A% = —1 sind. Dies lisst sich
aber nun an den Koeffizienten ablesen: Die erste Gleichung sagt ¢t = 0, die zweite
22 + y? + 22 = 1. Die Losungsmenge spannt also ein zweidimensionale Kugel
im vierdimensionalen Raum auf.

a) a hat genau dann eine Inverse x in 7 /bZ, wennax =1 mod b <= ax—1=0
mod b <= ax —1 = by fireiny € Z, d.h. genau dann wenn ax + by = 1
moglich ist.

b) Da die Determinante multiplikativ ist, muss fiir eine invertierbare Matix A gelten:
I =detl =det(AA™') =det A-det A"

Insbesondere muss also det(A) = ad — be invertierbar sein in 7/267. Gleich-
zeitig ist dies aber auch hinreichend, da dann die iibliche Formel tatséchlich eine
Inverse gibt, wie man durch Nachrechnen iiberpriifen kann.

¢) function inv=invert (A)
% Invertiert eine 2x2-Matrix in Z/26Z, falls dies moeglich ist.
[d,x] = gcd(det (A),26);
if d ~=1
i zeros (2);

inv =
disp(sprintf ('Matrix nicht invertierbar!’));

Siehe nachstes Blatt!



S.

a)

b)

else

inv = mod(x * [ A(2,2) -A(1,2); -A(2,1) A(1l,1)]1,26);

end;

Es gilt
C = (bla c bma)

Falls alle a; oder alle b; null sind, so ist der Rang offensichtlich auch 0. Andern-
falls wihlen wir ein b, # 0 und addieren fiir j = 1,...,n,j # jo zur der j-ten
Spalte genau b;, —b; mal die jo-te Spalte. Dadurch veridndern wir den Rang nicht,
erhalten aber die modifizierte Matrix

C == (bjoa ce bjoa).

Diese Matrix hat offensichtlich Spaltenrang 1. Also konnen die Ridnge O und 1
auftreten.

Falls C' = 0 so ist der Kern offensichtlich ganz R™ und das Bild ist {0}.

Andernfalls wihlen wir wieder ein j, mit b;, # 0 und betrachten den Einheits-
vektor der jo-ten Koordinate. Er wird auf bj a abgebildet. Da der Rang von
C' in diesem Fall genau 1 ist, die das Bild von C also eindimensional, d.h.
Bild C' = Span(a). Diese Uberlegung hilft uns auch, den Kern zu bestimmen:
Ein Vektor (x1,...,z,) wird ndmlich auf (b;x; + - - - + b,2,,)a abgebildet und
ist somit genau dann im Kern von C, falls

b1$1++bnl’n20



