D-MATH, D-PHYS, D-CHAB Lineare Algebra I HS 13
Tom Ilmanen

Musterlosung 5

1. a) Die Menge der Elemente (2, w) € C? mit u = x = 0 enthélt die 0 und ist abge-
schlossen unter Addition, aber nicht unter skalarer Multiplikation mit komplexen
Zahlen: So gilt z.B. i - (i,i) = —(1, 1), welches nicht mehr die Bedingung erfiillt.

b) Diese Menge ist ein komplexer Untervektorraum von C?, da w = 0 gilt und die
Menge sich somit schreiben lédsst als {(z,0) | z € C}. Nun sieht man sofort, dass
dies ein Untervektorraum ist.

¢) Diese Menge ist kein komplexer Unterraum von C?: Betrachte z.B. das Element
(7, —1) unter der skalaren Multiplikation mit i:

i (i,—i) = (=1,1).

—1 und 1 sind aber nicht komplex konjugiert!

Bemerkung: Als Teilmenge von IR* betrachtet ergibt die Bedingung z = w einen
reellen Untervektorraum!

2. Wir iiberpriifen jeweils, ob Vektoren der Form u + Av in der betrachteten Menge
enthalten sind, wobei v und v Elemente der Menge und A € K sind.

a) Die Menge U; N U, ist ein Unterraum von V':

e Der Nullvektor 0 € Uy N Uy da0 € U; und 0 € Us;
e Seienu,v € Uy NUsund A € K, dann ist u + Av in U; N Uy da es in U7 und

auch in Us ist.
b) Die Menge U; U Us ist im Allgemeinen kein Unterraum von V':

Betrachte zum Beispiel die Unterrdume U; = {(2,0) | z € R} und U, =
{(0,y) | ¥y € R} von R% Dann sind die beiden Vektoren u = (1,0) und v =
(0,1) in Uy U Us, ihre Summe u + v = (1, 1) jedoch nicht. U; U Us ist also nicht
abgeschlossen unter Addition.

¢) U; \ Us ist nie ein Unterraum von V/, da die O fehlt.

d) Die leere Menge enthélt kein neutrales Element und ist somit kein Vektorraum,
also auch kein Untervektorraum.

Bitte wenden!



e) Die Menge {0} bildet einen in V' enthaltenen Vektorraum und ist somit ein Un-
tervektorraum.

f) Die Menge U; + Us ist ein Unterraum von V':
e Wirhaben0 =0+ 0 € Uy + Us;

e Seienu = u; +uz, v =01+ vy € Uy + Uy (mit U, V1 € U; und Uz, Vg € UQ)
und A € K, dann ist

U—F)\U:U1+U2+)\<U1+’U2):(U1+)\U1)+(U2+)\U2)€U1+U2

dawu; + Av; € Uy und ug + Avy € Us.

3. a) Die Additions- und Multiplikationstabellen fiir [F'5 sind:
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b) Natiirlich sind V' und {0} Untervektorrdaume von V. Alle anderen Untervektor-
rdume von V" werden von einem Element erzeugt. Diese sind

{0,(1,0),(2,0)},{0,(0,1),(0,2)},{0, (1, 1), (2,2)}, {0, (1,2), (2, 1)}.
Beachte, dass der Vektor 0 fiir den Nullvektor (0,0) € V' = F? steht.

¢),d) Siehe Musterlosung 6.

4. Notwendige Bedingung:
I.Fall: v=0:esistw € X, , = w € X,,, =Rw = w=0.
2.Fall: v #0:esistv € X, ,, = v =tv+uw fiir gewisse t,u € R
= v = wfirgewisse t,u € R.
In beiden Fillen ist

v=cwfireinc e C\ R. (*)

Die Bedingung () ist auch hinreichend dafiir, dass X, ,, ein komplexer Unterraum
von C? ist:

o X, # @ :Klar.

o yz€X,, = y=tv+uw, z=tv+uwfir gewisse t,u,t’,u' € R
= y+z = (tv+uw)+ (tv+dw) = t+t)v+ (u+u)w € X, 4.

Siehe nachstes Blatt!
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= 2y = (ztc+ zu)w O 5+ aw e Xoro-

= tc+ umitt, @ € R, nimlich
Z?: Im(ztc+zu) c R,

Imec
Im(ztc+zu) ceR.

Imec
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S. Die drei Vektoren erfiillen offenbar alle die Gleichung

T+ T3
To = .

2

Andererseits ldsst sich jeder Vektor (z1, x9, r3) mit xo = %29”3 als Linearkombination
der drei gegebenen Vektoren schreiben: Das Gleichungssystem

a+T7c = x,
3a+9c = x3
ergibt ¢ = 3111—;”3 und a = —%xl + 1—72x3. Zur Kontrolle setzt man in der zweiten
Koordinate ein und erhilt 2a + 8¢ = —5x1 + fa3 4 227 — 315 = D358 = g,

Also gilt a - (1,2,3) + ¢ - (7,8,9) = (a1, x2, x3), d.h. (21, 29, x3) ist in der linearen
Hiille der 3 angegebenen Vektoren. Die Losung hat also zwei Freiheitsgrade.



