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1.

2.

Musterlosung 8

Die Polynome #2, t* + t, t> + 1 und ¢” + ¢° sind linear unabhingig. Das Polynom
t2+t+1 = (t2+1t) + (t>+ 1) — t ldsst sich als Linearkombination der anderen
schreiben. Demnach ist die Dimension von Span(t2, t2 + ¢, 1> + 1,#> +t + 1,¢" + 5)
gleich vier.

a) Der Raum der reellen Zahlen R ist beziiglich der gewohnlichen Addition und
Multiplikation abgeschlossen und erfiillt offensichtlich die acht Vektorraumaxio-
me. Somit ist das Tripel (R, +, -) mit den Abbildungen

+:RxR =R, (z,y) —z+y,
T RXR =R, (N z) = Az

ein Vektorraum iiber dem Korper Q.

b) Wir betrachten fiir a, b, ¢ € @ die Linearkombination
a+bvV2+ V3 =0. (1)

Losen wir diese Gleichung nach —v/3c¢ auf und quadrieren sie anschliessend, so
erhalten wir
a® +2v/2ab + 2b* = 3c%.

Da a, b, c nach Annahme rational sind und das Quadrat einer rationalen Zahl
auch rational ist, muss der Summand 2v/2ab = 0 sein, denn /2 ist bekanntlich
irrational. Somit haben wir ab = 0. Losen wir ganz analog die Gleichung (1) nach
—+/2b auf und quadrieren sie wieder, finden wir mit dem gleichen Argument
die Bedingung ac = 0. Zuletzt (wenn wir die Gleichung nach —a auflsenen)
erhalten wir noch bc = 0. Die drei Gleichungen ab = 0, bc = 0 und ca = 0
konnen aber nur erfiillt sein, wenn mindestens zwei der Variablen a, b, ¢ null
sind: Nehme zum Beispiel an, dass a und b nicht null sind. Dann ist auch ab # 0,
was ein Widerspruch ist. Um zu zeigen, dass auch die dritte der Variablen a, b, ¢
null ist, setzen wir in sie Gleichung (1) ein: Sei zum Beispiel « = b = (. Dann
folgt aus (1) sofort, dass cv/3 = 0, also ¢ = 0. Damit haben wir die lineare
Unabhingigkeit von 1, v/2, /3 iiber ) gezeigt.

Bitte wenden!



4.

¢) Angenommen R hitte als Q-Vektorraum eine endliche Basis, dann wire R ab-
zdhlbar, was ein Widerspruch ist.

Oder wir finden eine unendliche Folge in R, welche iiber () linear unabhingig

ist. Zum Beispiel die Folge e, €2, €3, . ...

a) fn>0, Ju,...,v,€V: (v1,...,0,)isteine Basis von V.

b) #n >0, Fv,...,v, €V : Span(vy,...,v,) ="V.

¢)Vvn>0 dvy,...,v, €V  :wvy,...,v, sind linear unabhingig.

d) Jvy,vg,...€V: ¥n>0 wvy,...,v,sind linear unabhéngig.
Wir zeigen die Aquivalenz in der Reihenfolge d) = ¢) = b) = a) = d).

d) = c): Diese Implikation ist trivial (Bemerkung: d) und c) sind nicht logisch dqui-
valent, da die Vektoren in ¢) von n abhéngen diirfen).

¢) = b): Mit ¢) gilt fiir jedes n € N, dass es n + 1 linear unabhéngige Vektoren in V'
gibt. Somit kann kein erzeugendes System mit n Vektoren existieren.

b) = a): Eine Basis ist auch ein erzeugendes System. Falls kein endliches erzeugendes
System existiert, kann auch keine endliche Basis existieren.

a) = d): Wir machen es induktiv: V' hat keine endliche Basis, also ist die leere Menge
() sicher keine Basis von V. Fiir n > 0 nehmen wir an, vy, ..., v, seien linear unab-
hingige Vektoren. Diese erzeugen V' nicht, denn sonst wiren sie eine endliche Basis
von V. Also gibt es einen Vektor v,,1, sodass vy, . .., ¥, Up4+1 linear unabhéingig sind.
Die so konstruierte Folge vy, v, - - - € V erfiillt die Bedingung.

a) Mit elementaren Zeilen- bzw. Spaltenoperationen erhilt man

1 2 3 1 2 3 -2 -1 0
45 6|l ~|3 3 3] ~|3 3 3
78 9 6 6 6 0O 0 0
1 2 3 11 2 010
4 56| ~1412|~1310
789 71 2 6 1 0
Somit sind Zeilenrang wie auch Spaltenrang jeweils 2.

Siehe nachstes Blatt!



b) Es ist nicht schwer zu sehen, dass je zwei Spalten von A linear unabhingig sind.
Da der Spaltenraum zweidimensional ist, bilden je zwei Spalten eine Basis da-
von. Eine Basis des Spaltenraumes ist also beispielsweise {(1,4,7), (2,5, 8)}.

Ganz analog zeigt man, dass je zwei der drei gegebenen Zeilenvektoren den Zei-
lenraum aufspannen sowie dass diese linear unabhingig sind. Eine Basis des Zei-
lenraums ist also beispielsweise durch {(1,2,3), (4,5,6)} gegeben.

5. a) 1) Firuy =1 gilt u = ujy = 0 und deshalb ist fir A\ = 0 die Gleichung erfiillt.
ii) Hier gilt u; = x, u{ = 1 und u] = 0. Eingesetzt in (H,) ergibt dies —z +
Ax = 0, was fiur A = 1 offensichtlich erfiillt ist.
iii) Fiir uy = 22 — 1 gilt v, = 2z und v = 2. Durch einsetzten in (H)) erhlt
man 2 — 222 + A\x? — X\ = 0. Auch diese Gleichung ist fiir A\ = 2 erfiillt.

b) Sei u eine Losung von (H, ), das heisst es gilt
u" —zu' 4+ A = 0.
Wir setzen nun @ := zu — v’ in (Hy ) ein:

i — i+ N+ 1) a=(zu—u)" —z(zu—u) +N+1) (zu—1u)
= (u+azu —u") —z(u+zu —u") AN+ 1) (zu — ')

! /! 1224 / 1 / /
=2u + axu” —u" — xu— 22+ i+ dvu+ zu— M —u

Nun ersetzen wir " = (u")" durch zu/ — Au, indem wir benutzen, dass u die
Gleichung (H,) erfiillt. Somit ist der Ausdruck von oben das selbe wie

2/ 4 zu” — (2 — M) — 2u 4z (u” — 2’ 4+ M) + zu — M — .

Wir benutzen noch einmal, dass u die Gleichung (H,) erfiillt. Damit ist ndmlich
x (u” — xzu' 4+ Au) = 0 und der Ausdruck von oben ist gleich

2u' + 2u” — (zu' — M) — zu + vu— M’ — o

=2u +zu”" —u —zu” + M — M = =0.
Dies zeigt, dass @ = xu — u’ die Gleichung (Hy, ) erfiillt.
¢) Wihle ug = 1 und definiere fiir n > 1 rekursiv die Polynome
Up = Up_1T — U, 1.

Mit Induktion sieht man sofort, dass u,, ein Polynom vom Grad n mit Leitkoef-
fizient 1 ist. Insbesondere sind die Polynome {u,, : n = 0,1,2, ...} linear unab-
hingig. Ausserdem haben wir in Teilaufgabe b) gesehen, dass u,, die Gleichung
(H)) fir A = n erfillt.

Bitte wenden!



Es ist noch zu zeigen, dass diese Polynome den ganzen Raum aufspannen. Wir
zeigen per Induktion nach k, dass z* im Raum liegt, welcher von den Polynomen
u,, aufgespannt wird. Fiir & = 0 ist die Aussage klar, da z° = 1 = uy. Nehme
nun an, dass z* € Span{u, :n=0,1,2,..} firallei € {0,1,....k — 1}. Wir
wissen, dass uy ein normiertes Polynom von Grad k ist, also

up (2) = 2% + ap_1 2"+ -+ agz + ao.
Nun liegt nach Induktionsannahme aber
k k—1

¥ =y () —ap_q2" " — - —a1x — ag

ebenfalls in Span {u, : n = 0,1,2,...}. Da{1,z, 2%, ...} eine Basis von R [z] ist,
sind wir fertig.



