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1.

a)

b)

c)

Musterlosung 9

Mit dem Gauss Algorithmus sehen wir, dass die vier Vektoren linear unabhingig
sind. Somit ist eine mogliche Basis (v1, vg, v3, v4). Damit wir (wie in b) gefordert)
besser die geeigneten Standardbasisvektoren finden, bietet es sich an, diese Basis
etwas umzuschreiben, siehe dazu Teilaufgabe b).

Mit v; — vy — vg = (0,0 — 3,0,0) finden wir einen Vektor, der parallel zu e3 =
(0,0,1,0,0) ist; somit liegt e3 in einer Basis von V. Analog sehen wir mit 2v; —
v3, dass es in dieser Basis liegt. Mit dem Gauss Algorithmus sehen wir, dass wir
mit den Vektoren vy, vy, v3, v4 die Standardvektoren eq, e, und e5 nicht erzeugen
konnen. Mit etwas Rechnen finden wir somit eine Basis von V' bestehend aus den
Vektoren o7 = (1,0,0,1,1), 0y = eq, U3 = e3 und 04 = (0,0,0,1, —1). Somit
konnen wir (um es zu einer Basis von R® zu ergiinzen) die Vektoren e;, e oder
es dazunehmen.

In b) konnen wir sehen, dass es drei Moglichkeiten gibt.

2. Sei n die Dimension des Vektorraums V" und p (< n) die Dimension des Untervek-

torraums U;. Sei (by, . .., b,) eine Basis von U;. Mit dem Basiserginzungssatz konnen
wir diese zu einer Basis (by, ..., b,) von V ergidnzen. Sei nun Us := Span(by1, . . ., by).
Da diese Vektoren aus einer Basis von V' sind, sind sie linear unabhéngig und U, hat
somit die Dimension n — p. Somit gilt fiir U,

dim(U;) + dim(Us) = dim(V).

Wir miissen nur noch zeigen, dass der konstruierte Untervektorraum U; komplementér
zu U ist. Nach Konstruktion gilt

Uy +U;=V.

Sei nun v € U; N Us. Dann gilt

U= Mby 4+ Apby = fipsibpis -+ + fabn

und daraus folgt

Atby =+ - 4 Apbp — pipabpr — -+ — by = 0.

Bitte wenden!



Da (by,...,b,) eine Basis von V' ist und damit insbesondere linear unabhéngig, folgt,
dass

gilt und somit ist v = 0. Also folgt U; N Uy = {0}.

Somit ist der konstruierte Untervektorraum Us komplementér zu Uy und dim(U;) +
dim(Usy) = dim(V).

3. Da Wy, Wy C Wi + Ws gilt offenbar dim (W5 4+ W) > max{dim W5, dim W, }. An-
dererseits ist die Dimension von W7 + W5 nach oben beschriankt durch die Dimension
des iibergeordneten Vektorraums R!'° und die Summe der Dimensionen der beiden
Unterrdume: Letzteres gilt, da die Basis der Linearen Hiille der Summe der Vektor-
rdume nicht mehr Elemente enthalten kann, als in den Basen der zwei Untervektorrau-
men schon enthalten sind. Formal ausgedriickt: Sei B; = {ay, ..., a,} eine Basis von
Wi und By = {by,...,bs} eine Basis von W, dann ist Wy + W5 = Span(B; U B,).
Also wird W, + W5 von hochstens |B;| + |Bz| = r + s Vektoren aufgespannt, d.h.
dim(W; + W3) < dim Wy + dim W,

Jetzt konnen wir mit der Dimensionsformel fiir Unterriume
dim(Wy N Wa) + dim(W; + Wa) = dim Wy + dim W,
auch die Dimension von W; N W5 bestimmen
Angewendet auf die Bedingungen erhélt man
a) (dim(W; + W), dim(W; N Ws)) € {(4,2),(5,1),(6,0)},
b) (dim(W; + Ws), dim(Wy NWy)) € {(7,5),(8,4),(9,3),(10,2)},

¢) (dim(Wy + Wa), dim(Wy N W3)) € {(p,q) € 22y | p+ g =7 + s, max{r, s} <
p < min{10,7 + s}}.

4 5 6
Az = 0 erhillt man (1, —2,1) " als Basis von Kern F4. Die Spaltenvektoren von
A spannen Im F'4 auf, und da A zwei linear unabhingige Spaltenvektoren besitzt
gilt Im A = R?, also ist die Standartbasis eine Basis von Im A.

4. o A = ( b23 ) ,F, : R?> — R2 Durch Auflésen des Gleichungssystems

11010
01100 5 4 N .
e B = 1100 1 Fp : R° — R* Durch Auflésen des Gleichungssy-
01100
stems Bx = 0 erhillt man (1,0,0,—1,—1)",(0,1,—1,—1,—1)T als Basis von

Siehe nachstes Blatt!



Kern F5. Die ersten beiden Spaltenvektoren lassen sich durch die letzten drei
ausdriicken, und diese drei sind offensichtlich linear unabhingig. Also bilden die
letzten drei Spaltenvektoren eine Basis von Im F'.

bc bd
Sei zuniichst (a,b) " # 0, (¢,d)" # 0. Jedes (z,y) € Kern Fg erfiillt

ac ad x acx + ad a

OZ(bc bd)<y>:<bcx+bdzg//):(cx+dy)(b)'
Dies gilt genau dann wenn cx +dy = 0 < (2,y)" € L((d,—c)") und somit
Kern Fo = L((d, —c)").
Da zc + dy, (z,y) € R? jeden Wert in R annehmen kann folgt aus der obigen
Gleichung Im Fz = L((a,b)").
Falls (a,b)" = 0 oder (c,d)" = 0, soist Fz : R* — R? die Nullabbildung und
wir erhalten Kern Fo = R? und Im Fix = {0}.

C = ( ac “d), a,b,c,d € R, Fy: R2 — R2.

5. Es bezeichne f, die Abbildung aus der Aufgabe a), f, diejenige von b), usw.

a)

b)

c)

Die Abbildung f, ist linear, denn
fa(A\(@,y)) = BAz+2Xy, Az —2My/3) = M3z 42y, —z —2y/3) = Afa(z,y)
und

falz,y) + falu,v) = Bz +2y,—x —2y/3) + (Bu+ 2v, —u — 2v/3)
= Bx+u)+2(y+v),—(r+u)—2(y+v)/3)
= falz+uy+v)= ful(z,y) + (u,0)).

Da im Bild von f, die zweite Koordinate genau —1/3 mal der ersten Koordinate
ist, ist das Bild von f, gegeben durch {(u,—u/3) € R* | v € R}, da sich
offensichtlich jedes u € R als 3x + 2y schreiben lésst. Also ist f, nicht surjektiv.
Die Funktion ist auch nicht injektiv, da der Kern {(v, —3v/2) € R? | v € R}
mehr als ein Element enthilt.

Es ldsst sich leicht nachpriifen, dass f, linear ist. In Serie 2 haben wir gezeigt,
dass fy, surjektiv ist. Das Bild ist also R. Der Kern, das heisst die Punkte (x,y) €
R? fiir die # + y = 0 gilt, ist die Gerade (¢, —t),t € R. Mehrere Punkte werden
auf Null abgebildet, also ist f;, nicht injektiv.

Die Abbildung f, ist nicht linear, falls b # 0, denn f.(z) + f.(y) = ax +b+ay+
b=a(r+y)+2b= fx+y)+b# f(x+y). Falls b =0, so ist f. linear. Falls
a = 0 ist, dann ist f, konstant und deshalb nicht surjektiv. Das Bild von f, ist
in diesem Fall genau {b}. Falls ¢ und b von null verschieden sind, ist f. bijektiv.
Der Kern ist {—2} und das Bild ist R.

Bitte wenden!



d

e)

g)

h)

J)

k)

fa ist nicht linear, denn i f4(i) = i1 = —i> = 1 # —1 = fy(i?).
fe ist linear, denn es gilt
Me(z +iy) = Mz +1iy) = Mz —iy) = Mz +1iy) = fe(Mz + iy))

Wobei wir beim dritten Gleichheitszeichen brauchen dass A € R. Auch f(z) +
f(y) = f(z + y) lasst sich leicht nachpriifen. Die Abbildung ist bijektiv und hat
somit Kern {0} und Bild R2.

Die Elemente in Hom(RR, R) haben die Form ¢(t) = a, - t mit a, € R. Die
Abbildung f; bildet g € Hom(R, R) auf a, € R ab: f¢(g) = g(1) = a,-1 = a,.
Man sieht sofort, dass diese Abbildung linear ist. Fiir ein b € R findet man genau
ein Element ~ in Hom (IR, R) welches auf b abgebildet wird, namlich A(t) = b-¢.
Also ist fy bijektiv, der Kern ist {0} C Hom(RR, R) und das Bild ist ganz R.

Auch diese Abbildung ist linear: Die Auswertung eines Polynoms an der Stelle
1 genau die Summe der Koeffizienten ist, und analog wie bei f, zeigt man, dass
dies in der Tat linear ist. Da die Elemente von Hom(IR, R) alle in R[z] enthalten
sind (siehe oben!), ist f, sicher surjektiv. Allerdings ist f, nicht injektiv, da z.B.
fy(2?—2) =12 —1 = 0 gilt. Der Kern von f, besteht genau aus den Polynomen,
die 1 als Nullstelle besitzen.

Es ldsst sich leicht nachpriifen, dass f, linear ist. Der Kern von fj, ist {0}, denn
jedes andere Polynom wird auf ein Polynom abgebildet, welches nicht Null ist.
Also ist f; injektiv. Im Bild von f;, sind alle Polynome mit Grad < 5, die sich als
(2 — 3z + x?)p(x) darstellen lassen, wobei p(z) ein Polynom von Grad < 3 ist.
Dies sind genau die Polynome in R®, die in 1 und 2 eine Nullstelle haben.

Die Linearitit von f; folgt sofort daraus, dass die Ableitung eine lineare Abbil-
dung ist. Aus der Aufgabe 1c der Serie 2 wissen wir auch schon, dass f; surjektiv,
aber nicht injektiv ist. Es bleibt also nur noch der Kern zu bestimmen. Dieser ist
offensichtlich durch die konstanten Polynome gegeben.

Man iiberpriift zuerst, dass fj(u) = v’ wieder in V' liegt: Es gilt (v')"+u' = (u"+
u)’ = 0’ = 0. Die Linearitit von f; folgt nun aus der Linearitdt der Ableitung.

Der Kern von f; besteht nur aus der Nullfunktion: Falls ndmlich ' = 0 gilt,
so auch v” = 0, und die Bedingung v” + u = 0 gibt nun v = 0. Also ist f
injektiv. fj ist auch surjektiv: Falls u € V, dann gilt v’ + v = 0 und mit 2-
maligen Ableiten auch v + v” = 0. Nun folgert man v = —u"” = """, also
fk(u///) — u//// = u.



