Loesungen SS 12

(a) Durch Erweitern findet man

4-8i 4-8i 3—4i
34+4i 3+4i 3—4i
12 —16i — 24i — 32 —20 — 40i

9+16 25

4 8

= —— - =t

5 5

Somit folgt R(z) = —2 und S(z) = -2
(b)

arg ((1+1)%) < arg(z?) < arg(=T7)
‘H—j’:’/ﬁz < |\gheE| £ B4

T < arg(z) < % 5r
4 — = 2 1
< {6 < 4 < 1o oder 6
-_\\.
-

< 2arg(z)
= 2|
arg(z) < &
lz] < 10

[6Punkte]



2.

(a) Nach Bernoulli de I'Hospital gilt

1 g - 1 1
lim 1T lim L = =——.
T

z—1sinTx a—lmeosmx  w-(—1)

(b) Variante 1: Nach der Kettenregel und der Produktregel gilt:

f'(x) = —sin(sin(x)) - cos(x) ,
f(z) — cos(sin(z)
f"(z) = sin(sin(z)) - cos(x)® + cos(sin(x)) - 2 cos(z) sin(z)
+ cos(sin(x)) - cos(x) sin(x) + sin(sin(x)) - cos(x)
= sin(sin(z)) [cos( )3+COS( )] + 3 cos(sin(x)) - cos(x) sin(x) ,
f""(x) = cos(sin(x)) )
—3sin(sin(z)) - cos(z)? sin(x )—|—3cos(sm( ;) [— sin(z )2 —l—cos(x)?]
) )’]

- [cos(z)* + 4 cos(z)? — 3sin(z
2

- cos(z)? + sin(sin(z)) - sin(z) ,

= cos(sin(z)

— sin(sin(z)) - [6 cos(x)” sin(z) + sin(z)] .

Somit folgt

f0)=1,1(0)=0,f"(z)=-1,f"(0)=0,f"(@)=1-[1+4] =5.

Das Taylorpolynom vierter Ordnung der Funktion f(z) = cos(sin(z))
um zg = 0 ist gegeben durch

110) o F10) 5 10)

THa) = £(0)+ [0z + 15 3 i

Variante 2: Die Potenzreihen von Sinus und Cosinus sind gegeben
durch

) B 3 P

simmxr = x—g—i-aq:,
372 ,174

cosr = 1——+—:F....

: [cos(x) + cos(z)?] — sin(sin(z)) [3 cos(z)? sin(z) + sin(z)]



Daraus folgt

3 5 2 3 5 4
) (m—g—,—i—ﬂg—,q:) <x—%+%:|:>

cos(sinz) = 51 + 1 F..
x? zt ot
= 1—-=—492.— 4 6
T2t tow)
1 )
= 1—§-x2+ﬁ-x4—|—0(az6).

Somit ist das Taylorpolynom vierter Ordnung der Funktion f(z) =
cos(sin(z)) um xg = 0 gegeben durch

1 5
Tz =1— = .24+ = . 4
f(x) 5 x+24 T

[6 Punkt]

3. Die Bogenlinge L des Graphen von einer Funktion f(z) iiber das Intervall
[a, b] ist gegeben durch

b
L= / Vit (F@)Pde .

Betrachten wir die Funktion
X
f(zx) :/ Vin?t —1dt .
e %/_/
=:g(t)

Nach dem Hauptsatz der Differential und Integralrechnung gilt

wobei G eine Stammfunktion von g ist.

Somit ist die Bogenlinge des Graphen von f iiber das Intervall [e, €3] gege-



4.

ben durch das Integral

3

L = / \/1+(\/1n2x—1)2d3:
663
= / V1+In?z - ldx
63

= / Inz dx

= z(lnx — 1)|§3

= (In(ed) — 1) =23 .

[6 Punkte]
(a) Zweimal partielle Integration liefert
6721
/6_235 sin(6z) de = — sin(6x) + 3/6_29” cos(6x) dx
N~ —— 2 \T//H,_/
1 1
—2x 36—296
= - sin(6x) — cos(6x) — 9/62:” sin(6x) dz .
2 M~ —r
Ty
Daraus folgt
o J 6721 3672:1:
10 ~ 7 sin(6 = - in(6x) — 6
/e sin(6x) dx 5 sin(6x) cos(6x) + ¢
LI
—2x —2x
—op . e . 3e N
6z) de = -— 6x) — 5(6 .
/e sin(6z) dz 50 sin(6x) cos(6x) 4 ¢
Ty
[2 Punkt]
(b) Mit der Substitution vz — 1 = u, 2\/%alulc = du folgt es
4 V3
1 2
/ —dr = / du
9 xvr—1 1 uf+1
= [2arctan u] |i/§

s s s
3 4 6



[2 Punkt]

(c) Variante 1:

/3x2—7x—2d /3m2—2m—2d / 5x J
3 — a2 — 2 3 — a2 — 2 3 — a2 — 2
1
= In(jz®—2?—2z)) -5 | ———dux .
n(|z° —x x|) pap—
Die Partialbruchzerlegung 1%1 + % = m liefert das Gleichungs-
system

A+B = 0,
—24+B = 1.

Daraus ergibt sich A = %1 und B = %
Somit folgt:

32?2 —Tx — 2 1 1 1
T2 g = (e —a? -2 —5—/ d——/
/ﬂ:3—x2—2x . n(jz” -2 zl) 3) 2—2%"3 r+1

1

is]

= n(je® — 2% — 22]) — gln(|x _ o)+ gln(kﬂ 1) 4e.

Variante 2: Direkt mit Partialbruchzerlegung:
332 -Tx—2 A B C

B —x2—2 =z x—2+x+1'

Ein Koeffizientenvergleich liefert das Gleichungssystem

A+B+C = 3,
—-A+B-2C = -7,
—2A = -2.

Aus der dritten Gleichung folgt sofort, dass A = 1. Das System redu-
iort sich auf B+C = 2,
ziert sich au B-2C - —6.

folgt 2—C—-20=—-6 =C=35B==

die B = 2 — C impliziert. Somit

Daraus folgt:

2T —2 1 2 1 1
/ud:ﬂ = /—dm——/ d:ﬂ+§/ dx
3 — a2 - 2x x 3) z—2 3] x+1

2 8
= In(|z]) — 3 In(jz —2|) + 3 In(jlz +1]) + ¢




[3 Punkt]
Bemerkung: Variante 1 und 2 ergeben das gleiche Resultat, weil es gilt
3 2 5 5
In(|z® — x° — 2x|) — 3 In(jz —2|) + 3 In(jlx+ 1)) +c=
5 5
= Inja] e =20 Jo+ 1) = S (e = 2) + S (e + 1) + ¢
5 5
= In(|z|) + In(Jz — 2|) + In(|Jz + 1|) — 3 In(|lz —2|) + 3 In(|z 4+ 1]) + ¢

2 8
= In(Jz]) — 3 In(|lz —2]) + gln(]m +1) +c.

5. Hom. Los.: Durch Separation erhalten wir

Y(x)(x+1)+y(x) = 0

y'(x) -1

y(z) — x+1
dy B / dx
Y N r+1

= Iyl = —lnjz+1/+c
K .
= yhom(x) = 1'—4-1 , mit K = +e€ € R\ {O} .
Part. Los.:

Variante 1: Ansatz: y,(z) = az® + bz? + cz + d.
Einsetzen liefert (3ax? + 2bx + ¢)(x + 1) + az® + bx® + cx + d = 2*. Durch
Koeffizientenvergleich folgt es

3a+a = 1,
3a+2b+b = 0,
2b+c+c = 0,
c+d = 0.

Darausfolgta =c=1,b=d= 7} = yp(z) = 3 [23 —2? + 2 —1].

Die Allgemeine Losung ist gegeben durch
K 1
Y(2) = Ypom(2) + yp(z) = —— + = [ =22 + 2 - 1] .

r+1 4



Die Anfangsbedingung 5(0) = /5 sagt, dass K = v/5 + i sein muss.

Somit ist die einzige Losung des Anfangswertproblem

_Vhrl4

y(z) P 4[:63—:c2+3:—1] .

Variante 2: Mit Variation der Konstante Methode folgt v, (x) = I;(fl) Ein-
setzen in die Differentialgleichung liefert

/
e e LA R ==
K'(z) = 2°
24
K(x) = =
Daraus folgt y,(z) = 4(5—11).
Die Allgemeine Losung ist gegeben durch
K zt

y(.%') = yhom(x) + yp(x) - x+1 + 4(-%' + 1) .

Die Anfangsbedingung y(0) = /5 sagt, dass K = /5 sein muss.
Somit ist die einzige Losung des Anfangswertproblem

V5 xt

TSRy

y(z)

[6 Punkt]

Bemerkung: Variante 1 und 2 ergeben das gleiche Resultat, weil es gilt

\/5 n 4 \/5 +:c4—1—i—1

x+1 4(z+1) r+1  4(xz+1)

VE+1/4 ozt —1

z+1 Ad(z+1)
\/5+1/4+(x+1)(m3—x2+x—1)

r+1 4(r +1)
54+1/4 1
r+1 4



6. Sei S die Fliche des Graph von f(z,y) = 10 — 22 — y? und sei T'(x,y, z) =
2%y + y%2 + 4x + 14y + 2 die Temperatur.

i)

ii)

Die Gleichung der Tangentialebene ¥ zur Oberfliche S im Punkt
(0,0,10) ist gegeben durch

_fm(o’ Oa 10)$ - fy(oa 0’ 10)y +z = 10
2x|x:y:0,z:10 - X+ 2y|m=y:0,z:10 Ytz o= 10
z = 10

Bemerkung: der Graph von f(z,y) ist ein nach unten gedffneten Pa-
raboloid, der symmetrisch bzgl. der z—Achse liegt. Sein Maximum ist
der Punkt (0,0,10), deshalb ist die Tangentialebene an dieser Stelle
horizontal.

Der Gradient von der Temperatur im Punkt (0,0, 10)

2zy 4+ 4 4
VT(%’, Y, Z)’J::yzo,zzlo = .%'2 + 22/2 + 14 ’J::y:O,zzlo = 14
y?+1 1

Die maximale Richtungsableitung von T'(x,y, z) auf ¥ 16st die Glei-
chung

d 4 cost d
— 14 |- | sint = —[4cost+ 14sint] =0
dt dt
1 0
—4sint +14cost = 0

7 7
t1 = arctan(— oder to = arctan(—=) + 7 .
2 2

Da die zweite Ableitung —4cost — 14sint ist und cos(t1),sin(t;) >
0, cos(t2),sin(t2) < 0 , folgt es, dass ¢; ein Maximum (die zweite
Ableitung ist negativ) bzw. to ein Minimum (die zweite Ableitung ist
positiv) ist.

Die Richtung in ¥, in welcher die Anderung von T(z,y,z) maximal
ist, ist somit (7,2,0).

[6 Punkt]



7. Zuerst suchen wir die kritischen Punkten im Inneren von Q.

V(z,y)=0
42 +y> =1z = 0

{ 42 +y* -1y = 0
Fall 1: =0,y =0 ~~ P, = (0,0).
Fall 2: 2 = 0=y ==+1 ~ P, = (0,1).
Fall 3: y = 0= 2z = £1 ~» Eckpunkten P3 = (—1,0) und P, = (1,0).
Fall 4: 22 + % — 1 = 0. Obere Halbkreis K mit Zentrum (0,0) und Radius
1.

Variante 1: Parametrisierung von 0Q.

o y=2-222= f(z,2-22%) = (22+4—-82%+42* —1)? = (4da* -T2 +3)2.
Daraus folgt:

Ouf(x,2 —22%) =0 = 24z — 722 + 3)(1623 — 142) =0 .

Somit gilt entweder 42* — 722 + 3 = 0, die zu x = +1 (Eckpunkten)
oder z = :I:\/3 (v Psg = (£,/3,1 € K)) fiihrt oder 1623 — 14z = 0,

dlezux—O(wP7—(02))oderx—i\/7 (v Psyg = (£4/%. 1)
fithrt .

4 4 2
Cy= )= S ) = (R 1 = (=
(at + 227 — 3) Daraus folgt:
1
Do f (z, ac -3) =0= 8z 4+ 207 —3)(4a® +42) =0 .
Somit gilt entweder z* + 222 — 3 = 0, die zu z = +1 (Eckpunkten)
oder 22 = —3 (~ keine reelle Losung) fiihrt oder 422 + 4z = 0, die zu

=0 (~ Pio=(0,—1)) oder 2> = —1 (~ keine reelle Losung) fiihrt .
Variante 2: Lagrangian Multiplikatoren:

o Auf gi(z,y) := 2 — 222 — y = 0 stellen wir das Gleichungssystem
{ Vi,y) = AVa(z,y)

gi(z,y) = 0
4 (22 +y —1) = A(—4x)
& dy(z? + y? —1) = A1)

2-22—y = 0



Fall 1: x = 0. Dann gilt y = 2 (~ P; = (0,2)).
Fall 2: z # 0. Dann entweder 22 + y? — 1 = 0 (~ Eckpunkten P34 =

(£1,0) und P56 = (£1/2,12 € K) ) oder 22 +3y*—1# 0, dann y = 1/4

(v Pso = (£/5:1) )-
2

o Auf go(z,y) := %x — % — y = 0 stellen wir das Gleichungssystem
{ Vi(z,y) = AVga(z,y)
92(1',21) =0
dr(z?+942-1) = M)
o e+ 2 —1) = A1)
%x2 — % -y = 0

Fall 1: 2 = 0. Dann gilt y = —3 (~ Py = (0, —3)).
Fall 2: x # 0. Dann entweder y = —1 (ausserhalb vom Gebiet G) oder
22 +y?—1=0~ P34 = (+1,0) Eckpunkten).

Eckpunkte Eckpunkten P3 = (—1,0) und Py = (1,0) iiberpriifen.

Funktionswerte:
fp) =1
f(PQ) = f(P374) = f(P576) = f(Kreis K) = 0 y
f(P7) = 9,
1
P, = —
f(Py) 556
9
Py = —
Py = o
Minima ~~» K. Maximum P;
[7 Punkt]
8. Variante 1: Parametrisierung von S
sin @ sin ¢ -
r(0,p) = | sinfcosy | , 0 e [0, 5] und ¢ € [0,27] .
2cos 6
Daraus folgt
sin 6 cos cos 0 sin 2sin? @ sin
ro xrg= | —sinflsing | x | cosficosp | = | 2 sin? @ cos ¢

0 —2sin6 sin @ cos 0



T, X Tg zeigt tatsschlich nach aussen!
Bemerkung: es ist nicht notwendig |r, x 7¢|
rechnen.

Daraus ergibt sich

To X T9

= 4sin*6 + sin20cos? 6 zu

F.dS = //F ry X 19| df dyp
/I PRk
o 2sin @ sin ¢ 2sin? f sin ¢
= / / —sm@cosgo 2sin?fcos | dfdy

sin 0 cos 0

2T 5
= / / (4sin® @ sin? p — 2sin® 0 cos? ¢ — sin 6 cos §) df dy
0

2m z 2 us
= / (4sin2gp—20082gp)/2 sinH(l—cosQH)degp—/ /2 sin 0 cos 6 df dy
0

0

2
= / (651112@—2)[—(:089—{—
0

2 [ 1

= 3/0 (651n2§0—2)dg0—27ri

@ sinpcosp| o, 87
SV R ek A N

2 2 3
= 47T—8—7T—7T

3

_ T
= 3

Variante 2: Sei B
zeigt nach unten).

0s3 6

] dip —|—27T|:C082 9} 2 dy

—

= {(z,9,2)|2* +y* <1,z =0} (den Normalenvektor

Nach dem Satz von Gauss, da divF=2—-1+0= 1, gilt

//ﬁ-d§+//ﬁ-d§
S B

///V divF dV

= Volumen Halbellipsoid

4 2r
- — = -1-1-2
3 2

1 4n
2 3



Somit folgt

//FdS _ %w_//ﬁ.dg
S 3 B

A 2z 0
= 3 —// -y |- 0 dx dy
B\ -1 -1
4
= ?W—Féiche(B)
a7 m
= —_— =T = —
3 3

[6 Punkt]

9. Die Gesamtladung des Gebiets G ist gegeben durch

//G o(x,y)dxdy .




10.

Da fiir die Ladungsdichte gelten

o(-z,y) = —o(z,y),
o(x,—y) = —o(z,y),
U(_x’_y) = U(:C,y) )

folgt es

//Ga(x,y)dxdy — //GlU(ﬂc,y)dxdy—i-//GQa(x,y)dxdy—i—//cga(x,y)dxdy

=0
= 2// o(x,y)dxdy
Ga

Betrachten wir die Funktion

[ (z—m)? firx € [0,27)
flo) = { f(z +2m) fiir allex

[6 Punkt]



10r

L
| /\ /\\ \ /
IAVAV/\VAY.

Da f(x) gerade ist (d.h. f(x) = f(—=z) Vz), hat die Fourierreihe von
f auf das Intervall [—2m, 27| die Gestalt

fz) = % + Zak cos(kx) ,
k=1

wobel

1 2

- _ 2 (z)dx

2 2w 0
1 2

ar = — (x) cos(kx) dx
T Jo

Rechnen wir die Koeffizienten aj explizit aus:

agp 1 2
1 2
= 5 (x — )2 da
T Jo
1 3127
= a(ﬂﬁ = 7)°[5



und

~ i t

B 2 | —cos(kx) o, 1 [T
= - ? (x — )5 +E/0 cos(kx)d
=0
. 2-m-m 4
kr  k k2
2 o 4
—  fl@)= =+ = cos(kz) . 1)
3 & 1k2

(b) Setzen wir x = 0 in der Gleichung (1) ein, so erhalten wir

w2 4
o) = < Z_:ﬁ
9 2 4
& 1 o= = —
3 P k2
- izl _2r?
kK2 3

e
Il
—_

1 2

6

3
NE
I
3

T
I

[7 Punkt]



