D-ITET Analysis 1 HS 13
Prof. Richard Pink

Musterlosung Schnellserie 5

1. a) Unter Verwendung der Produktregel erhalten wir:

/
((4:102 —2zv/x +2)(27 + m_5))
1
= (8z—2(Vx+ xT) +1)(2x + 27°) + (42 — 22/x + ) (2 — 527°9)
z

= 1622 +8r 4 — 4oz —20"%F — 227 —x 2422 +2°

+822 — 202* — daoy/7 + 10272 + 22 — 5z °
= xS 4737 — 1227 + 4w — 1027 + 242°.

fi(z)

b) Unter Verwendung der Produktregel erhalten wir:

fo(z) = (63“”(3 sinz — cos x)),

e**(3cosx + sinz) + 3e** (3sinz — cos x)

= e*(3cosx +sinz + 9sinz — 3cosx)

10€*” sin .
¢) Unter Verwendung der Kettenregel erhalten wir:

fi(z) = (1og(sina:)>/

1
= - cosx = cot x.
sinx

d) Hier verwenden wir zunéichst die Ketten- und dann die Quotientenregel:
[x2 — 8z + 15\'
< 22+ 3z + 2 )
1 2? — 8z +15Y’
N ) /93?2783?+15 . (l‘2+3$+2 >
x2+3x+2

1 (22 — 8)(2? + 3z + 2) — (2% — 8z + 15)(22 + 3)

9, [z’ =8rt15 (22 4+ 3z +2)?
x2+3x+2

fi(z)

 (@®+3z+2)7 (22° — 222 — 202 — 16) — (22° — 1322 + 62 + 45)
© 2(22 — 8z +15)3 . (2 + 3z +2)?

(@ +3z+2)3  (112® — 262 — 61)

© 2(22— 8z +15)2 (22 + 30 +2)2

11z? — 26z — 61
2(x2 — 8z + 15)2 (22 + 3z + 2)

3 -
2

Bitte wenden!



o)

a)

b)

Es gilt 208 = elogzlogz — elos” = Daraus folgt mit der Kettenregel

! _ 21ngelogQ:Jc _ 210gf£ . xlog(x)fl.

fiz) = (I,logz)/ _ (610g2a:)

T

Seien a,b € I zwei Nullstellen von f mit a < b. Die stetige Funktion f besitzt auf dem
kompakten Intervall [a, b] ein Maximum und ein Minimum. Wenn fiir alle z € [a, b], f(x) =
0 gilt, dann ist jede Stelle zwischen a und b eine Extremalstelle. Anderfalls existiert z € [a, b]
mit f(x) # 0. Ist dieses f(z) > 0, so gilt das auch fiir das Maximum von f auf [a, b], und
wegen f(a) = f(b) = 0 muss dieses Maximum auf ]a, b[ angenommen werden. Ist f(z) < 0,
so gilt das Gleiche fiir das Minimum von f auf [a,b], und wegen f(a) = f(b) = 0 muss
dieses auf |a, b[ angenommen werden.

Aus dem Mittelwertsatz folgt, dass (echt) zwischen je zwei Nullstellen von f mindestens
eine Nullstelle von f’ liegt. Jede Kollektion von n + 1 Nullstellen von f kénnen wir in der
Form z¢ < x1 < ... < x,, anordnen. In jedem der n offenen Teilintervalle Jz;_1,x;[ liegt
dann eine Nullstelle von f’, und damit haben wir mindestens n Nullstellen von f’. Das
zeigt die gewiinschte Ungleichung, wenn f nur endlich viele Nullstellen hat. Hat f unendlich
viele Nullstellen, dann gilt das Argument fiir jede endliche Kollektion von Nullstellen von
f fiir beliebiges n; der Grenziibergang n — co zeigt dann, dass auch f’ unendlich viele
Nullstellen hat.

Gesucht ist die Anzahl der Nullstellen der beliebig oft differenzierbaren Funktion f : R —
R, z — 2% — 22, Es gilt

f'(x) = log2-2" -2z,
@) = (log2)” 27 -2,
() = (log2)*-2">0

d.h. f” hat keine Nullstelle. Mit Teil b) folgt zuerst dass f” hochstens eine Nullstelle
haben kann, dann dass f’ héchstens zwei Nullstellen haben kann und schliesslich dass f
hochstens 3 Nullstellen haben kann. Ausserdem gilt

D) = 2 - (1P =5 <,
f(o)y = 2°-0*=1>0,
f(3) = 22-32=-1<0,
f(5) 25 -52=7>0

und wegen dem Zwischenwertsatz hat f in jedem Intervall | —1,0], ]0,3[, |3, 5[ mindestens
eine Nullstelle. Damit hat f also mindestens 3 Nullstellen. Es folgt somit, dass f genau
drei Nullstellen hat und daher besitzt die Gleichung 2% = 22 genau drei reelle Losungen.

Bemerkung: Die Werte 2 = 2 und = = 4 16sen die Gleichung 2% = z2.

Es gilt fi(z) = -1+ H% Dieser Ausdruck wird maximal, wenn der Nenner des Bruchs
minimal wird, also genau fiir x = 0. Daher ist der Nullpunkt die eindeutige globale Maxi-

malstelle von f.

Siehe nichstes Blatt!



b)

d)

b)

Es gilt:

Deshalb besitzt fo kein Maximum.

Da f3 stetig ist, nimmt f3, fiir jedes a > 0, ein Maximum z, € R auf dem kompakten
Intervall [—c, ] an. Es gilt:

. . ottt —1 A G e =)
lim f5(z) = lim = lim 5
z—+oo z—+oo x2 +3 r—+oo Q;Q(l + =z

= —0OQ.

Daher ist fiir hinreichend grosses a > 0, x,, ein globales Maximum.

Fiir 2 # 0 gilt 0 < e=*" < 1 und cosz < 1 und damit fa(x) < 1. Wegen f4(0) =1 ist also
der Nullpunkt die eindeutige globale Maximalstelle von fj.

Da f5 stetig ist, nimmt f5, fiir jedes @ > 0, ein Maximum z, € R auf dem kompakten
Intervall [—a, o] an. Es gilt lim,_, 1o f5(x) = 0 und f5 nimmt fiir |z| > 1 positive Werte
an. Daher ist fiir hinreichend grosses a > 0, x,, ein globales Maximum von f5.

Die Ableitung von fy ist f§(x) = 42® + 2Xz = z(42? + 2)).
1. Fall: A < 0.
In diesem Fall hat f} drei Nullstellen und damit hat fy drei kritische Punkte, némlich 0

+1, fallsxz e —\/—;‘,O{U \/_7/2\,00[
—1, fallsz € |—o00,—/—3 U}()?\/_ig{

Daher folgt, mit Hilfe des Mittelwertsatzes, dass fy auf } —1/ —%, 0 [ U ] \/—%, oo{ streng

sign(f4(z)) = sign(x) - sign(42? + 2)\) =

monoton wichst und auf } —00, — —% {U} 0,4/ —% [ streng monoton féllt. Somit ist also 0

_2A

eine lokale Maximalstelle und =+ 5

sind lokale Minimalstellen. Da lim,_, 1o fa(z) = 0o

gilt, ist 0 keine global Maximalstelle, jedoch sind + —% globale Minimalstellen.
2. Fall: A > 0.

Hier ist 0 die einzige Nullstelle von f{ und damit der Nullpunkt der einzige kritische
Punkt. Bemerke, dass f) eine gerade Funktion ist und dass lim,_, 1 fa(z) = oo gilt.
Dabher ist also 0 die eindeutige globale Minimalstelle von f).

Siehe Abbildung 1 fiir die Graphen von f_; und fi.

Wie schon in a) besprochen, sind die kritischen Punkte von fy 40, + —% , falls A < 0.
Falls A > 0, so ist 0 der einzige kritische Punkt von fy. Siehe Abbildung 2.
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Abbildung 1: Graph(f_;) und Graph(fi)
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Abbildung 2: Die Menge {(\,z) € R? : fi(z) = 0}. Dabei ist die A\-Achse horizontal und die
2-Achse vertikal.



