D-MATH Analysis [ D-ITET HS 2013
Prof. Richard Pink

Musterlosung 1

1. a) Wir betrachten zuerst die Folge a,,. Verankerung: n = 1:

(DA +1)(1+1+1)

o =11+1)=2= 5

Induktionsschritt: Wir nehmen an, dass die Gleichung fiir n gilt:

an:kz:k(k+1):n(n+1§(n+2)’

Wir miissen zeigen, dass die Giiltigkeit der Gleichung fiir n 4 1 aus der Indukti-
onsvoraussetzung folgt: n — n + 1:

n+1

A1 = Zk(k+1) = <Zn:k(k+1)) +(n+1)(n+2)=a,+ (n+1)(n+2)

n(n+1)(n+2)
3

(n+1)(n+2)(n+3)
3

+(n+1)(n+2) =

Bei der Folge b,, geht man analog vor.

Verankerung: bl — 1(1 + 1)(1 +1+ 1) =6 = (1)(1+1)(1+1—£1)(1+1+1+1)_

Induktionsschritt:
n+1
bnst = > k(k+1)(k+2)=b,+ (n+1)(n+2)(n+3)
k=1
n(n+1)(n+2)(n+3)

= 1 +(n+1)(n+2)(n+3)

m+1)(n+2)(n+3)(n+4)
4

b) Wir stellen fest, dass Vo > —1 : 142 > 0 gilt. Deshalb gilt auch Vx > —1,Vn €
Z=°: (14 z)" > 0.

Verankerung: n = 0:
1+2)°=1>1+0-2.

Induktionsschritt:

Bitte wenden!



Annahme:
Ve>—-1: (1+2)">1+n-ux.

n—n+1:
1+z)"=0+2)"(1+2)> 1 +nz)(1+2z)=1+(n+ 1)z + na?
>1+(n+1)z.

¢) Der Schritt von k =1 zu k + 1 = 2 ist falsch!
Wenn man je 1 Pferd wegnimmt, ist das iibriggebliebene Pferd zwar einfarbig,
aber entgegen der Behauptung miissen die Farben nicht gleich sein.

a) e Firz > -3gilt|lx+3|>3<r+3>3<x>0.
e Firz < -3gilt|lxr+3| >3 —2r—-3>3< 2 < —6.
Alsogilt |z +3| >3 < (x >0V a < —6).

b) Mit einer Fallunterscheidung wie bei Teilaufgabe a) oder mit der Dreiecks-Ungleichung
o] = [(z = 2) +2[ <[z = 2[+ ]2 = |v — 2| + 2
erhilt man, dass fiir alle z € R, | — 2| > |z| — 2 gilt.

¢) e Fiir x = —2 ist die linke Seite nicht definiert.
e Firx > —2 giltx + 2 > 0 und daher

22 2
’ T >2—-1 & 1*-20+2>2-2)(v+2)=4—27
x+2
1—+/5 1 5
s 2Pozr—-1>0 < (x— \/_)(x— +\/_>ZO
2 2
1—+/5 1 5
&S < 2\/_\/332 +2\/_.

e Firx < =2 giltx + 2 < 0 und daher

2_2 2
’ T >2—-1 & 1*-20+2<(2—2)(v+2)=4—27
T+ 2
1-— 1
s 2P-r—-1<0 < T — V5 |z — V5 <0
2 2
- 1—2¢3§x§1+2\/3.

Da %3 > —2 ist, sind diese Ungleichungen fiir kein x < —2 erfiillt.

Insgesamt folgt also: 5”2;279;” >2—1r & 2<zx< %5 Vo> %5

Siehe nachstes Blatt!



d) Im Bereich {(z,y) € R?|z > 0 Ay > 0} wird die Bedingung 1 < |z| + |y| < 2
nul<z+y<2 <& 1—z<y<2—x Dahersieht die Menge im ersten
Quadranten folgendermassen aus:

y

1 2

Aus Symmetriegriinden erhélt man insgesamt folgendes Bild:
y

a) Quadratische Ergiinzungen ergeben:
2 —2x —4=(x—-1)*-5
y—y*=—(y—2)°+4
Also lautet die Bedingung: (z — 1)? + (y — 2)? < 9 = 32
Die Ungleichung beschreibt also die Kreisscheibe mit Mittelpunkt (1,2) und Ra-
dius 3.

b) Wegen (y — 2)? > 0 ist z maximal fiir y = 2. Die Bedingung (1) ist dann
dquivalentzu (r — 1)2 <9 & |z -1 <3 & —2<x < 4.
= Der Maximale Wert fiir x ist 4 und wird nur fiir
y = 2 angenommen.



