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1. Wir betrachten die Funktion f : [0,00[ — R, ¢ t3 in einer Umgebung der Stelle
t = 65. Die nidchste Zahl t, € R, fiir die wir f(f) exakt kennen, ist t; = 64 mit
f(to) = 4. Fiir jedes n € Z”" konnen wir f schreiben als

nof(k)
s =S T eay g,

d.h. als Summe des Taylorpolynoms n-ter Ordnung um den Entwicklungspunkt ¢, =
64 und eines Restglieds. Das Restglied ist gegeben ist durch

(n+1) (
Bouf(t) = f(n + 1()!)
fiir ein 7 zwischen ¢ und t,. Insbesondere ist fiir £ = 65
£ (r)
(n+1)!

fiir ein 7 € |64, 65]. Wir miissen n nun so gross wihlen, dass | Rz, f(65)| < 1077 ist.

(t _ to)n-‘rl

Rg4 (65) =

wl

Induktiv finden wir f'(t) = 1- ¢ und f"(t) = £ - (F2) -t7>/3 = —2.¢75/3. Fiir ein
geeignetes 7 €]64, 65 ist daher

2. 7-5/3
5T

2!

7.75/3 6575/3
= > > 1077,
9 9

| Reaf (65)] =

was noch zu gross ist. Sodann ist f”'(¢) = (=3) - (=2) - 777/% = 0. +77/3 und somit

0. -7/3

27 5
3!
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2 —
12,(65)] = ~ .

was hinreichend gut ist. Also geniigt es, f durch das Taylorpolynom zweiter Ordnung
zu approximieren. Dieses lautet

) = 160+ 7o) - (-6 + T gay
= 64§+%-64§~(t—64)+%-%-(%—1)64§2-(t—64)2
= 4+%—%-64_3-(t—64)2
t—64  (t—64)2
= TR _(9216)

Bitte wenden!



Dessen Wert an der Stelle ¢ = 65 liefert die gesuchte Ndherung

1 1 37055
— — —— = ——— ~4.020724826.
* 48 9216 9216

. Wir betrachten die Funktion

Wir defnieren

Wir bemerken, dass L1 )
/
—_— e —— — 1
J(r) =5 7z =3h0) (1)

ist. Behauptung: Fiir jedes o € R und jedes n € Z=! ist die allgemeine Darstellung
der n-ten Ableitung der Funktion p,, :]0, co[— R; z +— z® gegeben durch

|
—

n

A ) = [J =) -a

<.
Il
o

Beweis. Wir beweisen die Behauptung mittels Induktion nach n.
Induktionsverankerung: Fiir n = 1 folgt

() =a- 2>

was unserer Formel entspricht.
Induktionsschritt: n — n + 1. Wir berechnen

n d
P (@) = —pl H (o — )
7=0
n—1 n—1
= 1] (@=1J) H (v —n) - g2~ (D)
=0 =0
=[[(a—7) Y
=0

Siehe nachstes Blatt!



Wir bemerken, dass g(x) = pi2(x) und h(z) = p_1/2(x) gilt. Damit und mit (1)
erhalten wir fiir n € Z=2 die folgende Darstellung der n-ten Ableitung von f:

n—2
1 1 1 1 1
— (_1\n1 - 0 T R e . )., —5—(n-1)
(—1) jl;[o<2+j> (2 (2+n 1)36) g7 D),

Insbesondere folgt daher fiir z = 1 und n > 2

=i 3) G- (o01)
= (—1)"(n — 1)7ﬁ2 (é +j> :

J=0

Damit ldsst sich nun die Taylorreihe von f(z) um den Punkt zy = 1 berechnen

f(1)

i =Y Bl ey =g g0y w-n+ Y B ey
n=0 ’ —9 :_%+%:0 n=2 ’
:2+Z<(—1)n "n_'l.‘_ <%+g> (:c—l)”)

Wir bestimmen nun den Konvergenzradius o der Taylorreihe. Nach dem Quotienten-
kriterium gilt

n  n— n—2 ;
. a, ‘ (—1) n—ﬁHj:o (5+74)
o= lim = lim 1 p n—1 (1
n—00 | Uy 41 n—oo | (1) (n+1)! 115=0 (5+j>
—1). I -1 1
— Jim |(-1)- -~ )1(n+ i | )(nj :
n—00 n-n!~(§+n—1) nree n<n_§)
24 _1
= lim 7,; 1 = lim ' 12 =1
n—oo | NS — 3N n—oo ~ o

Bitte wenden!



Also ist j{° f(x) absolut konvergent auf |z — 1| < 1. Zuletzt berechnen wir noch das
Restglied R} f(x) der Ordnung n:

(n+1) (1
Rfe) = e = 1

)

fiir ein geeignetes 7 zwischen x und zy = 1.

. Aus Serie 9 Aufgabe 3 f) ist bekannt, dass (arctanz)’ = ﬁ gilt. Die ersten beiden
Ableitungen von f sind
1 1 1 e?® 4 e*
! = . .2y et =
F@ = 3 95a ¥ T er ¢ T Ty
f//(x) _ (262w +ex)<1_|_€2x> _ (6230 +ew)262m
(1 + e2v)2
B 262:1: + 26490 + e+ 6330 _ 264:13 _ 2631
B (1 + e2v)?
e’ 9
BT A
Fiir alle z € R ist )
, e’ +e”
=——>0

und daraus folgt, dass f keine kritische Punkte besitzt, insbesondere also keine loka-
len Extrema. Da f auf ganz R definiert ist, folgt weiter, dass f auch keine globalen
Extrema besitzt.

Ausserdem ist fur alle z € R

sen(f"(z)) — sgn(ﬁ (e 26" 1 1))

eac
- (f) e e )

~~
=1

= sgn(—e% + 2e" + 1).

Siehe nachstes Blatt!



4.

Indem wir y := e” setzen, erhalten wir weiter
sgn(f"(z)) = sgn(—y’+2y+1)
= sgn(2 —(y— 1)2)
= sen (V24 1-p)(V2-1+))

= sgn((\@—i—l—ex))-sgn<\/§—1+e“>

N

-1
= sgn(v2+1—¢%).

Also gilt
+1 fir o <log(1l++?2)
sgn(f"(z)) = 0 fir x=log(l++?2)
—1 fir x> log(1++/?2)

Die Funktion f ist also konvex fiir # < log(1 -+ +/2) und konkav fiir z > log(1 +/2).
Im Punkt = log(1 + /2) selbst @indert f” das Vorzeichen, daher besitzt f dort einen
Wendepunkt.

Zuletzt betrachten wir noch das Verhalten von f fiir z — +o0. Es gilt

lim f(x) = lim <1<log(1+62“”)>+arctan(ex)>

T——00 z——00 \ 2

1
= 3 log(1) + arctan(0)
— 040
=0

und

NN

T—+00

1
lim (5 (log(l + 62’3)> + arctan(ex)) = oo+
00.

a) Die erste Ableitung der Funktion f ist f'(x) = —z 2. Das Newtonsche Verfahren
liefert also
[ () _ x, '—c -1 2

Tpi1 = o) x T, + (2 c)-xi=xn- (2 —cxy)

Bitte wenden!



b) Wir leiten zuerst eine Rekursionsformel fiir u,,,, in Termen von u,, her. Mittels
x, = + — u, finden wir

C

1 1 1 1 1
Upp1 = ——Tpr1=—-——x,2—caxy)=——|——up |- (2—c- (- —uy,
c c c c c

1 1-—cu, 1 2—1+cu, — 2cu, + cu, — c*u?
= - — (2=14cu,) =-—

c c c c

1 1—c*? 5
= - —— " =cu’.

c c

Diese Rekursionsformel ist dquivalent zu cu, 1, = (cu, ). Fiir alle n € Z=° gilt
daher cu,, = (cup)?" und somit auch

(cug)?” ‘

C

Up =

Da uy = % — X9 = % — 1 ist erhalten wir fiir den Fehler w,, die geschlossene

Formel

(cug)® (1 - c)zn‘

Uy =
C C

¢) Nach 10 Schritten ist der Fehler fiir ¢ = %

210

2 3
i =5 (1 — 5) ~ 3.708456431 - 1073,



