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1. a) SeiZ = (x0, x1, . . . , xn) eine Zerlegung des Intervalls [a, b] und sei ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn),
ξi ∈ [xi−1, xi], eine Auswahl an Stützstellen. Die entsprechenden Riemann-
Summen für f und g erfüllen dann wegen f(ξi) ≤ g(ξi)

n∑
i=1

f(ξi)(xi − xi−1) ≤
n∑
i=1

g(ξi)(xi − xi−1).

Die Riemann-Summen konvergieren gegen die jeweiligen Integrale, wenn die
Feinheit der Zerlegung gegen 0 strebt. Da die Ungleichung für jede Wahl (Z, ξ)
gilt, gilt sich auch für die Grenzwerte, d.h.∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

g(x) dx.

b) Wir beweisen dies mittels Widerspruch, d.h. wir nehmen an, dass ein x0 ∈ (a, b)
existiert, so dass f(x0) > 0. Da f auf ganz [a, b] stetig, ist f insbesondere auch
in x0 stetig, d.h.

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 : |x− x0| < δ =⇒ |f(x)− f(x0)| < ε.

Wählen wir ε = f(x0)
2

so folgt für ein δ0 > 0

|x− x0| < δ0 =⇒ |f(x)− f(x0)| <
f(x0)

2
.

Dies ist äquivalent zu

|x− x0| < δ0 =⇒ 0 <
f(x0)

2
< f(x).

Wegen f(x) ≥ 0 für x ∈ [a, b] folgt mit obiger Ungleichung∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

x0+δ0

f(x)dx+

∫ x0+δ0

x0−δ0
f(x)dx+

∫ x0−δ0

a

f(x)dx

≥
∫ x0+δ0

x0−δ0
f(x)dx

≥
∫ x0+δ0

x0−δ0

f(x0)

2
dx

= δ0f(x0)

> 0,

im Widerspruch zu
∫ b
a
fdx = 0.

Bitte wenden!



2. a) Wir betrachten eine äquidistante Zerlegung Zn = (c0, c1, . . . , cN) des Intervalls
[a, b], das heisst mit

ck = a+ k · b− a
N

, k = 0, . . . , n.

Die Feinheit dieser Zerlegung ist δ(ZN) ≡ max{ck − ck−1 : k = 1 . . . N} =
b−a
N

, was für N → ∞ gegen 0 konvergiert. Also konvergiert nach Definition der
Integrierbarkeit und des Integrals jede Folge von Riemann–Summen, die bezüg-
lich dieser Zerlegungen ZN gebildet werden, gegen das Integral. Mit der Wahl
ξk := ck−1 ∈ [ck−1, ck] für die Stützstellen folgt∫ b

a

eλx dx = lim
N→∞

N−1∑
k=0

eλ(a+k
b−a
N ) b− a

N

= lim
N→∞

b− a
N

eλa
N−1∑
k=0

(
eλ

b−a
N

)k
= lim

N→∞

b− a
N

eλa
1− eλ(b−a)

1− eλ b−a
N

.

Indem wir % := b−a
N

setzen erhalten wir weiter∫ b

a

eλx dx = lim
%→0

%eλa
1− eλ(b−a)

1− eλ%

= lim
%→0

%
(
eλa − eλb

)
1− eλ%

.

An dieser Stelle können wir die Regel von de l’Hôpital anwenden, denn Zähler
und Nenner konvergieren für %→ 0 beide gegen 0. Wir erhalten

lim
%→0

eλa − eλb

−λeλ%
=

eλa − eλb

−λ

=
1

λ

(
eλb − eλa

)
.

b) Wir benutzen die folgenden Eigenschaften des Integrals∫ b

a

[f (x) + g (x)] dx =

∫ b

a

f (x) dx+

∫ b

a

g (x) dx∫ b

a

λf (x) dx = λ

∫ b

a

f (x) dx

Siehe nächstes Blatt!



und erhalten: ∫ b

a

cosx dx =

∫ b

a

1

2

[
eix + e−ix

]
dx

=
1

2

∫ b

a

eix dx+
1

2

∫ b

a

e−ix dx

=
1

2i

(
eib − eia

)
+
−1
2i

(
e−ib − e−ia

)
=

1

2i

(
eib − e−ib − eia + e−ia

)
= sin b− sin a .

Und analog: ∫ b

a

sinx dx =

∫ b

a

1

2i

[
eix − e−ix

]
dx

=
1

2i

∫ b

a

eix dx− 1

2i

∫ b

a

e−ix dx

=
−1
2

(
eib − eia

)
− −1

2

(
e−ib − e−ia

)
= −1

2

(
eib − e−ib − eia + e−ia

)
= − (cos b− cos a) .

3. a) Mit den Funktionen

g(s) :=

∫ s

0

cos3 t dt und

h(x) := x3

gilt f(x) = g (h(x)). Nach dem Hauptsatz der Infinitesimalrechnung ist g (s)
differenzierbar mit g′ (s) = cos3 s. Aus der Kettenregel folgt daher:

f ′ (x) = g′ (h (x)) · h′ (x) = cos3
(
x3
)
· 3x2

b) Nach dem Hauptsatz der Infinitesimalrechnung ist f (x) differenzierbar mit Ab-
leitung f ′ (x) = cos (cosx). Für alle x ∈ IR ist |cosx| ≤ 1 < π

2
und daher ist

cos (cosx) > 0. Also ist f (x) stetig und streng monoton wachsend und deshalb
eine bijektive Funtion von IR nach f (IR).
Offensichtlich ist f (π) = 0 und daher ist π = f−1 (0). Die Formel für die Ab-
leitung einer Umkehrfunktion liefert deshalb:(

f−1
)′
(0) =

1

f ′ (f−1(0))
=

1

f ′ (π)
=

1

cos (cosπ)
=

1

cos (−1)
=

1

cos 1
.


