D-MATH Analysis [ D-ITET HS 2013
Prof. Richard Pink

Musterlosung 13

1. a) Im ersten Schritt verwenden wir die Substitution x = sint, dr = costdt und
danach partielle Integration. Ausserdem verwenden wir die Beziehung sin 2t =

2sintcost.
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b) Wir bestimmen zuerst das unbestimmte Integral mittels partieller Integration.
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Dabher ist
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Alternativ kann man die Substitution ¢t = cos x, dt = — sin x dx verwenden:
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Bitte wenden!



¢) Wir substituieren u = Vi, du = ﬁdt mit 2u du = dt und danach verwenden
wir partielle Integration.
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d) Wir substituieren u = ¢!, dt = e 'du = %“ und verwenden danach partielle

Integration.
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Alternativ kann man diese Aufgabe auch mittels Partialbruchzerlegung 16sen.

f) Mit partieller Integration erhalten wir
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Alternativ kann man auch zuerst ¢ = /x substituieren und dann auf analoge
Weise partiell integrieren.

Siehe nichstes Blatt!



g)

h)

2dt

R und cosx =

Wir verwenden die Substitution ¢ = tan Z, fiir welche dx =
1—¢2

142

gilt.

/ dx _/ o
1+4+cosz 1+ 1=t

142

= 20t (g —iqe—tanl+
= 1+t2+1_t2_ = Cc = an2 C

Mit der Substitution t = 22, dt = 2z dx erhalten wir

xdx 1 / dt 1 - 1 0?4
———=—- [ —= = —arcsint + ¢ = - arcsinz” + c.
Vi—zt 2/ Vi-2 2
Beachte, dass 2* — 1 = (22 + 1) (22 — 1) = (2> + 1) (x + 1) (z — 1) eine Zer-
legung in paarweise teilerfremde irreduzible Polynome ist. Der Ansatz fiir die
Partialbruchzerlegung von —'- lautet also:

1 ar +b c d

a:4—1_x2+1+x+1+:c—1

Dies ist dquivalent zu:

1 = (az+b)(z+1)(@—1)+c(@®+1)(@—1)+d(2®+1) (z+1)
= ax3+bx2—ax—b+c(x3—x2+x—1)+d(£3+x2+x+1)
= (a+ct+d)® +(b—c+d)2* +(—a+c+d)z+(-b—c+d)

Der Koeffizientenvergleich liefert das Gleichungssystem

a + c +d =0
b — c + d =0
- a + ¢ +d =0
- b — c +d =1
Die erste und dritte Zeile liefern sofort, dass ¢ = —d (via Addition) und a = 0
(via Subtraktion) sein miissen. Mit der zweiten Zeile folgt dann, dass b = 2c ist.
Setzt man dies in die vierte Zeile ein, so erhilt man, dass ¢ = —i ist, und damit
haben wir die Losungen:
a = 0
b=
c = i
d = ;

Bitte wenden!



Aus Serie 9 aufgabe 3 f) ist bekannt, dass (arctanz)’ =

x21+1 gilt, damit ist also

dx B 1 dx 1 dx 1 dx
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= 3 arctan x + — log ‘ +c.
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J) Wir berechnen dieses Integral durch die Substitution y = /x — 1. Dies ist er-
laubt, denn die Funktion z — +/z — 1 ist auf [2,5] differenzierbar, und ihre
Ableitung ist stetig. Esistz = y2 + 1, dr = 2y dy. und damit folgt

/—_ 2 9
* 2ydy:2/ i dy
x+1 y+1 +1 L Y +2

_2/1 ( v +2> w

Weiter betrachten wir die Substitution y = V2.2, dy = V2 dz. Damit erhalten
wir

e f ()

x+1 Y2+ 2
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=2 1—-— 2d
/1 ( 2<z2+1>)*”
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— 2v/2 (2 — arctan 2)
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—2/2. (\/5 — arctan(v/2) — (% - arctan(l/\/ﬁ)))

— 4 — 2v/2arctan(v2) — 2 + 2v/2 arctan(1/v/2)
=2 —2v2 - (arctan(v/2) — arctan(1/v/2)).

2. a) Die Funktion z — 10% ist auf R~ definiert und stetig. Fiir alle z > 0 erhalten

wir
1 log )2\’ log z)?
/ngde/(logw)llogxdx:/((Og;C)) dr = (Ong) +c.
x

b) Die Funktion z +— log x ist auf R>? definiert und stetig. Ihr Wert ist 0 genau dann,
10, 1[U]1, +o00] definiert

X

log
und stetig, und somit das unbestimmte Integral f 1o§
Integral ist nicht als elementare Funktionen darstellbar.

Siehe nichstes Blatt!



c)

d)

Die Funktion z — —

ist auf |0, 1[U]1, +oo] definiert und stetig. Wir rechnen

zlogx
1 1 1 log)’
/ dx:/—- dm:/md:p:/(logHogﬂ)/dx
xrlogx r logx log x
= log|log x|+ ¢

Achtung: Eine beliebige Stammfunktion F' von xl;gx auf |0, 1[U]1, 400 hat die
Gestalt

c fallsO0<x<1

F(z) = log|logz| + { cy fallsl < x < +oo

fiir Konstanten ¢y, cs. Da der Definitionsbereich kein Intervall ist, konnen die
Konstanten verschieden sein.

Die Funktion z +— zlog x ist auf R>? definiert und stetig. Wir berechnen das
unbestimmte Integral durch partielle Integration:

2\ / 2 2
/xloga:dxz/(%) logxdaj:%logw—/%(log)’(x)dx

2 2 ZEQ

1
—%logx—§/xdx—%logx—z+c

Zunichst zerlegen wir die gegebene rationale Funktion durch Polynomdivion in
die Summe eines Polynoms p und eines rationalen Anteils r, so dass der Grad
des Zahlers von r kleiner ist als der Grad des Nenners.

22x — 26
(22 — 142% + 14z +30) : (22— 4) = 22 — 14 + f—4,
l" J—
Der Nenner von 7(z) = 2?; :36 = (1:2_2295)(—332&) hat die beiden einfachen Nullstellen

—2 und 2. Daher machen wir fiir die Partialbruchzerlegung von r den Ansatz

A n B
r—2 x+4+2

r(z) =

mit Konstanten A, B € R. Um diese zu bestimmen, bilden wir den Hauptnenner
und formen um zu
A N B A(x+2)+ B(x—2)
r—2 x+2  (v-2)(z+2)

Da dies gleich r () sein soll, miissen A und B fiir jedes € R die Gleichung

A(x+2)+ B(x —2) =22z — 26

Bitte wenden!



b)

erfiilllen. Indem wir die beiden Nullstellen =2 des Nenners einsetzen, erhalten
wir

4A =18 & A:g und —4B=-70 & B:%.
Die gesuchte Partialbruchzerlegung ist damit
3 _ 2
2x° — 14z —|—1490+30:2:E_14+ 9/2 +35/2'
x?—2 r—2 x+2

Zunichst gilt es, alle Nullstellen des Nennerpolynoms z* — 62% + 8z — 3 zu
bestimmen. Da —3 und 1 Nullstellen sind, enthilt der Nenner die Linearfaktoren
2+ 3 und x — 1. Polynomdivision des Nenners durch diese Linearfaktoren liefert

(z* =62 +8x —3): (v +3) =2 — 32> +3x — 1

und
(' =62 +8r—3): (z+3)(z—1) = (2® =322 +3r—1):(x—1)
= 2222 +1
= (z—1)>~

Es gilt also 2* — 622 + 82 — 3 = (v — 1)3(x +3), das heisst der Nenner hat —3 als
einfache und 1 als dreifache Nullstelle. Der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung

ist daher
IQ —br+8 Al A2 Ag B
(x—=13x+3) z—-1 (=12 (xz—-1)3 =z+3

mit reellen Konstanten A;, Ay, A3, B. Wir formen um zu

w*—br+8 Az —1)%(x+3)+ Ay(x —1)(x+3) + As(x +3) + Bz — 1)3.

(x —1)3(z+3) (x —1)3(x +3)
Nun bestimmen wir die Konstanten durch Vergleich der Polynome im Zihler,
deren Werte fiir jedes x € R gleich sein soll. Zunichst erhalten wir A3 und B
durch Einsetzen von x = 1 bzw. x = —3 in die Zédhlerpolynome:

1
Indem wir das Zahlerpolynom der rechten Seite ausmultiplizieren, erhalten wir
weiter

1 3
22 —br+8 = <A1 — 5) 2+ (A1 + As + 5) 22+ Terme niedrigerer Ordnung

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir somit
1

Al = 5 und AQ =—1.

Die gesuchte Partialbruchzerlegung ist damit
w?—br+8  1/2 1 n 1 1/2
7t —622+8 -3 x—-1 (z—12 (v—13 z+3




