D-MATH Analysis [ D-ITET HS 2013
Prof. Richard Pink

1.

a) Die Funktion x — coshx =

b)
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5 — ist auf ganz R definiert, stetig und positiv.

Wegen cosh(—x) = cosh z gilt

/+°° dx _/0 dx +/+°° dx _s /+°° dx
_» coshz ) _ coshz o coshx o coshz

falls letzteres Integral konvergiert. Fiir alle x > 0 gilt

2
x
ez—i—e_zZezZ?.

Daher ist
1 4
<
coshz — x?
fiir alle hinreichend grossen z. Des Weiteren konnen wir Division durch Null
ausschliessen, da cosh x > 1 ist fiir alle x € R. Nach dem Majorantenkriterium
konvergiert das Integral also.

Alternative: Mit Hilfe der Substitution y = e kann man das unbestimmte Inte-
gral explizit ausrechnen:

dx
= ...=2-arctan(e”) + ¢
/ cosh x (<)
Daher gilt
too dr +00
/ = 2-.arctane® = lim 2-arctane® — lim 2:arctane”
—oo Coshz —0 z—+00 00

T
= lim 2-arctant — lim 2-arctant = 2-— -0 = 7.
t——+o00 t—0+ 2

Die Funktion x +— 222 ist auf |0, 7 /2[ definiert und stetig. Das Integral teilt sich
auf in die beiden Integrale

71'/4 t 7T/2 t
/ ane dx und / any dz.
0 z /4 x

Mit der Regel von de I’Hopital folgt

Bitte wenden!
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Daher setzt sich die Funktion stetig fort auf [0, ], und |
gewohnliches Riemann-Integral.

4 .
/ ta% dz wird ein

Fiir das andere Integral substituieren wir v = 7 — y, dv = —dy. Dies liefert

/’T/Qtanxdx:_/o tan (7/2 — y) dy:/ﬂﬂl cosy d
/4 L /4 T/2—y o (m/2—y)- siny

falls letzteres Integral konvergiert. Fiir alle y €]0, /4] gilt nun

1 <
SlIly;y\/§ N cos Yy > \/§ 1
Y=y (m/2—y)-siny = 7y’
2 TYS3

Nach dem Minorantenkriterium divergiert das Integral also.

Die Funktion x — log x is auf |0, 1] definiert und stetig. Fiir jedes o > 0 gilt
lim |logz| 2% = lim t-(e”)* = lim i =0.
z—0+t t——+o00 t—+oo et

Somit existiert ein C' > 0, so dass fiir jedes = €]0, 1] gilt
C
|logz| < —.
xa
Nach dem Majorantenkriterium konvergiert das Integral fol log x dz also. Wir

konnen dieses Integral sogar explizit berechnen. Durch partielle Integration be-
rechnen wir eine Stammfunktion von log x. Es gilt

/logxd:c = /x’~log:cdx = zlog x—/x‘(log x) dt = xlog x—/ 1dt = zlogz—x+c.

Daraus folgt
! 1
/ logz dx = (zlogx — a:)‘o =(llogl—1)— lirr(l)(gloge —¢)=—L
0 e—

Die Funktion z > \/% ist auf |0, 1] definiert und stetig. Es gibt Probleme an

r—x3

den Stellen O und 1.

An der Stelle 0: Es gilt vz — 23 = \/z(1 —2?) = \/z(1+z)(1 —z), und
daher ist fiir jedes = €0, 1]
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Siehe nichstes Blatt!
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Daher konvergiert das Integral an der Stelle 0, nach dem Majorantenkriterium.

An der Stelle 1: Es gilt Vo — 23 = /z(1 —2?) = /z(1 +2)(1 —z), und
daher ist fiir jedes = € [3,1]
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1 1
‘\/x — 3| ‘ Ve +z)(1 —x)
Also konvergiert das Integral auch an der Stelle 1, nach dem Majorantenkriteri-
um.

Insgesamt erhalten wir also, dass das Integral konvergiert.

/ Voda

0o VI — a3

Die Funktion z ﬁ ist auf |0, 1[ definiert und stetig. Es gibt Probleme an
den Stellen 0 und 1. Bei 0 haben wir

S B
vt — 25 il —z) T 2t

fir jedes x €]0, 1[. Also divergiert das Integral bei 0. Ein #hnliches Problem
besteht an der Stelle 1.

Mit der Substitution t = /z, dt = 2‘17”% erhalten wir

Bitte wenden!



b) Wir integrieren partiell:

o0 a
e sing dr = lim (—e *sinz)
0 N~ a—00
' M

oo
= e cosx dx
0 =~

Tl

- / (—e™®)cosxdx
0

0

a
= lim (—e *cosz)
a—o0

0

. /Ow(—ex)(—sinm) dz

o0
= lim (—e “cosa) +¢ " cos( — e “sinxdx

~~ - =1

=0

o
=1 —/ e Tsinzdzx.
0

e 1
/ e Tsinzxdr = —.
0

¢) Es sei n € Z='. Mit der Substitutiont = 1 — £, dt = =%,z = (1 —t)-nund
der geometrischen Summe ergibt sich

"1—(1—x/n)" 1 -
/ (1—z/n) dx:—/ L
0 x 1 11—t
P1—gm
:/ dt
1 n—1
:/ th dt
0 k=0

k=

Dabher ist also

\V)

Dieses Integral entspricht als genau der n-ten Partialsumme der harmonischen
Reihe.

d) Wir substituieren ¢ = log z, dt = % und erhalten

/°° dx _/°° dt
10 -logx -log*(log ) B loglot-loth'

Siehe nichstes Blatt!




Wiederum bietet sich die Substitution u = logt, du = % an. Dies fiihrt zu

* dt o 1
5, — ) du
log 10 t- IOg 13 log(log 10) u

1

U log(log 10)

. 1 1

=lm|(—|—|———=
Hoo< u) ( log(loglo))
~—_————

- log(log 10)

[e.9]

3. Firallet € R=% und alle z € C ~ {0} ist |t*| = |tf¢(*)|. Daher geniigt es die
Konvergenz fiir alle z € R>? nachzuweisen. Sei also z € R>?. Die Grenzen
0 und oo bereiten beide Probleme.

e Fiirallet €]1,0] ist t*"'e™* < ¢t*~!. Da 2 > 0 ist konvergiert das Integral
fol t*~1 dt und somit konvergiert, nach dem Majorantenkriterium, auch
das Integral fol t*~let dt.

e Fiirallet € [1,00[ gilt *"'e™* < c-e7/2, wobei ¢ € R eine von z abhiin-
gige Konstante ist. Da das Integral floo e~'/? dt konvergiert, konvergiert
nach dem Majorantenkriterium auch das Integral f 100 t*—te~t dt.

Ingesamt erhalten wir also, dass das Integral fooo t*~te~t dt fiir alle z € C mit
Re(z) > 0 konvergiert.

i) Wenn wir die Gammafunktion

F(z+1)=/ tPe " dt
0

partiell integrieren, dann erhalten wir, fiir alle z € C mit Re(z) > 0,

F(z—i—l)—/ t* et dt
oy 1

—z/ tleTtdt = 2T(2).
0

i1) Mit der Teilaufgabe i) konnen wir I'(n + 1) fiir jedes n € Z=° berechnen; es
gilt ndmlich:

I'(n+l) =nl(n) =n(n-1)T'(n-1)=---=n!l'(1) =n! /Oo e tdt =n!

=1

Bitte wenden!



Um den Wert der Gammafunktion an der Stelle % zu bestimmen, wihlen wir die
Substitution ¢ = 2, dt = 2y dy, und berechnen

1 o 1 o0 o0
ry=-|= / t2etdt = / y’le’y22y dy = 2/ eV’ dy = /.
2 0 0 0



