Greensche Funktionen

Horst Knorrer

Definition 1 Sei D ein Bereich in R® mit Rand 0D. Eine Funktion G(z,x)
auf D heisst Greensche Funktion fiir die Poissongleichung auf D, falls

AG(x,x0) = d(x — ) und  G(x,x0) =0 fir x € 0D

Ist f irgendeine Funktion of D, so ist

u(e) = [ oo/ f(o")u(a!
D
die Losung des Dirichlet Problems

=0
oD

Au=f u’
Satz 1 Greensche Funktionen sind symmetrisch, d.h.

G(x,z9) = G(xg, )

Beweis (fiir den Fall von drei Dimensionen):
Seien x1,x9, € D. Nach der zweiten Greenschen Formel ist

/D (G(az, r1) AG(z, x2) — G(z, 22) AG(x, xl))du(aj)

= s (G(x,xl) DG (x, x9) — G(z, 22) DGz, $1))dw<5€)

Dabei bezeichnet Dy f(x) die Richtungsableitung von einer Funktion f in einem
Punkt x € 9D in Richtung eines des nach aussen zeigenden Normaleneinheits-
vektors.

Da die Greenschen Funktionen am Rand verschwinden und AG (z, z;) = 6(z—x;),
folgt

| (Ga,a0) 8@ = w2) = Glar.2) 8w = 1)) da() = 0

also
G(ZL‘l, l‘g) = G(ZL‘Q, IL‘1)



Satz 2 Ist G die Greensche Funktion des Bereichs D, so ist die Lisung des
imhomogenen Problems

Au=f

u
oD

gegeben durch
u(z) = /D G(z,2') f(z')du(z’ / DGz, 2') h(z') dw (')

Beweis: Ist u die Losung des inhomogenen Problems (streng genommen miisste
man zeigen, dass es eine Losung gibt), so ist wieder nach der zweiten Greenschen
Formel

/D (u(x) AG(z,x9) — G(z, x0) Au(x))du(x)
— (u(x) DiG(x, x9) — G(z, x0) Dﬁu(x))dw(x)

oD

und somit

/D (u() 6(x — o) — Gz, o) f())dp(z) = / h(z) DaG(x, 20)dw ()

oD

oder

u(zo) :/ G(z, o) f(z)dp(x +/ x) DaG(z, xo)dw(x)

Es stellt sich natiirlich die Frage, wie man fiir einen gegebenen Bereich die
Greensche Funktion findet. Eine prinzipielle M6glichkeit ist die Entwicklung nach
Eigenfunktionen.

Satz 3 Sei A C R\ {0} und (¢x)ren €ine Familie von reellwertigen Funktionen
auf D so dass

Bon=Abr dil, =0 wnd el = [ [6x)Rdue) = 1
und so dass sich jede Funktion p(z) auf D als Reihe

= Z cx oa(T)

A€A

schreiben ldsst. Dann ist die Greensche Funktion von D gleich

G(z,x0) Z oa() da(20)

AeA



Beweis: Nach Konstruktion ist

90 $0 Z ¢A ¢)\ $0

AEA

Ist

=> anoa()

AEA
eine Funktion auf D, so ist

[ #@) AG (@ m0) = 3 exoxlao) [ 6a(e) éx (@) dula)

AN EA

=Y exda(wo) = @(o)

AEA

wegen der Orthogonalitéit der Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten.

Beispiel: Sei D das Rechteck D = [0,a] x [0,b]. Bei der Untersuchung der vi-
brierenden rechteckigen Membran haben wir gezeigt, dass die Funktionen

2 mm nm
mn(T,y) = ——= sin —x sin —vy, m,n € N
ein vollstandiges Orthonormalsystem bilden, und dass A, = —A\pn@mn  mit
M 2 N 2
Amn =\ 5
(=) + (&)

Als Greensche Funktion ergibt sich

Z sin —.I‘ sin —y sin —ZL'Q sin Tyo

(2)"+(3)°

4
m2ab

G(z,y; 20, yo) = —
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