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1. Sei R > Ound D := {(x,y) € R?|\/22+y% < R}.Seiu : D — R eine in D
harmonische Funktion mit u(z,y) = 222 — y*> + 1 auf 9D. Bestimme das Maximum
von u in D und den Wert «/(0, 0).

2. Sei L der Differentialoperator
Lu = Augy + Bugy + Cuyy + Du, + Eu, + Fu,
und M der adjungierte Operator
Mv = (Av)yy + (BV)yy + (Cv)yy — (Dv), — (Ev), + Fo,
fiir Funktionen A, B, ..., F. Zeige, dass

/(vLu —uMv)dzdy = /(UngC + Vn,)dS,
R OR

fir R C R?, wobei 77 = (n,, n,) der Normalenvektor des Randes OR ist und
U = Avu, —u(Av), — u(Bv), + Duw,
V= Bwvu, + Cvuy — u(Cv), + Euv.

3. Finde die Greensche Funktion G(x,y; £, n) des Laplace-Operators mithilfe der Spie-
gelungsmethode auf den Gebieten

a) D={(z,y): y>0},
b) D= {(z,y): x >0undy > 0},
4. Sei Q := [0,1] x [0, 1] C R?. Wir betrachten die partielle Differentialgleichung

Au(z,y) = —34sin(37z)sin (57y), (z,y) € Q\ 0Q,
u(z,y) = 0, (x,y) € 0Q.

a) Finde die Greensche Funktion fiir dieses Problem in der Form

G(z,y;€,m) = Z A (€, ) sin (nz) sin (mmy).

m,n>1

Bitte wenden!



b) Finde die Losung u(z, y) mithilfe der Greenschen Funktion.

a) Wir betrachten die gewohnliche Differentialgleichung

d
%[(1—932)]”(:5)]+n(n—|—1)f(x):0, n=01,2....
Zeige, dass
N n
Fule) = 2nn! dam (" —1)

eine Losung der Differentialgleichung ist.

b) Beweise die Orthogonalitdtsbedingung

/1 Po(a) P2l = { b, nam

2n+17
-1

¢) Finde die Reihenentwicklung

fiir die Funktion

d) Die Funktionen

m dm
P™(z) = (2 —1)2
T(e) = (2~ E

fiir n > m sind Losungen der Differentialgleichung

i[(1—%2)9’(37)]+(n(n—l)— o )g(:c)zo, n=012 ...

Pn(x)

dx 1 — 22
Die Funktionen
cos(me) P (cos(6)), sin(mg) P (cos(6))

fiir sphirische Koordinaten (¢,6) € [0,27) x [0, 7) bilden eine Basis des Vek-
torraumes der Funktionen f : S* — R. Zeige, dass die Basis orthogonal ist.

e) Finde eine Losung der partiellen Differentialgleichung

Au(ra ¢7 9) = 0
[V, 6elo,x/2),
U(R, ¢7 9) - { —V, 0 e [7/2771-)7

fiir (r, ¢,6) € Br(0) und eine Konstante V' > 0.



