Membranen

Sei ) ein Gebiet in der Ebene mit Rand 0€2. Wir betrachten die Wellenglei-

chung

1
gutt:Auu (1’73/)69

mit der Dirichlet — Randbedingung
u(z,y,t) =0, (x,y) € 6Q

Dabei ist A = aa_; + g—;g der Laplaceoperator. Losungen beschreiben die Schwin-
gungen einer Membran, die in 6 eingespannt ist. Wir betrachten zwei Fille,
namlich dass €2 ein Rechteck, und dass €2 ein Kreis ist.

1. Rechteckige Membranen

Wir nehmen an, dass

Q=R=1[0,a] x [0,]

und machen den Ansatz der Separation der Variablen
u(z,y,t) = X(2)Y(y) T'(t)
Einsetzen in die Wellengleichung ergibt

LX@) Y () T'(1) = X"(2) Y (y) T(#) + X (2) Y (5) (1)

2
oder

17"(t)  X"(x) Y"(y)

A T(t) X Y
Die linke Seite hiangt nicht von z und y ab, der erste Term auf der rechten Seite
nicht von y und ¢, und der zweite Term nicht von = und ¢. Falls also der Ansatz
der Separation der Variablen zum Erfolg fiihrt, gibt es reelle Zahlen «, 8,y mit
c%azﬁJrv so dass

T'=aT X'=8X Y'=~Y

Wie im eindimensionalen Fall der schwingenden Saite erzwingen die Randbedin-
gungen, dass 3 und v negativ sind. Schreiben wir 3 = —k?, v = —p?, so ergibt
sich

X(x) = C sinkx + Cycos kx Y (y) = D; sinpx + Dy cospx



= Dy = 0, und dass sin ka =

Die Randbedingungen implizieren weiterhin, dass Cs
0 = sinpb = 0; Also sind %2 und p?b Vielfache von ganzen Zahlen. Folglich sind

X und Y Vielfache einer der Funktionen

Xm(x) —sin g , Y, (y) —smn% , m,n=1,2,3,---
a

Dies entspricht den Wahlen k = =%, p = %% . Es ergibt sich o = -2 mit

Wir erhalten somit mit dem Ansatz der Separation der Variablen die Losungen

Umn (2, Y, 1) = (Amn €08 A\t + Bn SID A\t ) sin mT:c sin T

Natiirlich ist auch jede Linearkombination

u(z,y,t) = Z (Amn coS Aunt + B SID A\t ) sin mx sin n_b7r
m,n=1

eine Losung. Die Anfangswerte einer solchen Losung sind

(x,y,0) = Z A sin 22z sin Sy
m,n=1

w(x,y,0) = %O: A B sin 25 sin 2%y
m,n=1

Diese Reihen sind zweidimensionale Fourierreihen. Wie im Fall einer Dimension
kann man zeigen, dass jede (geniigend reguldre) Funktion f(z,y) auf R, die auf

dem Rand §R verschwindet, sich in eine Reihe der Form

s m
f(z,y) Z Gy, SIL M7 sin X
m,n=1 a b
enwickeln lasst. Dabei sind die Fourierkoeflizienten
4
Ay = — / f(x,y)sin M7 sin n—Wy dxdy
ab JRr a b

Somit lasst sich das Anfangswertproblem mit den obigen Reihen komplett 16sen



2. Kreisformige Membranen

Hier nehmen wir an, dass
Q= {(z,y)|2* +y* < R*}
die Kreisscheibe mit Radius R ist. Wir fithren Polarkoordinaten
T =1TCoSp y=rsingp
ein und verwenden, dass der Laplaceoperator in Polarkoordinaten gleich

o 10 1
S Or2  ror  r20¢?

ist. Wir machen den Ansatz der Separation der Variablen

u(r, ¢, t) = F(r) G(e) T(1)

Wegen der Randbedingung fordern wir, dass F'(R) = 0; und natiirlich soll G(¢p)
periodisch mit Periode 27 sein. Einsetzen in die Differenzialgleichung ergibt

SF)Ge) T'(1) = /(1) G@) T(0) + ~F/(r) Gle) T(1) + 5 F(r) G"(9) T(H)

oder
LT"(t)  F"(r) 1F'(r) 1 G"(y)
2Tty  F(r) rF(r) 12 Gp)
Da die linke Seite nur von ¢ und die rechte Seite nur von r und ¢ abhéngt, muss

es — falls der Ansatz der Separation der Variablen zum Erfolg fiihrt — eine reelle
Zahl h geben so dass

lT//(t) _ h _ F”(T) EF/(T,) —"_ iG”(QO)
2 T(t) F(r) r F(r) r2 G(p)

Aus physikalischen Griinden suchen wir nach Losungen, die weder exponentiell in
der Zeit wachsen noch exponentiell abklingen. Das impliziert, dass h negativ ist
(das kann man auch mathematisch exakt begriinden, indem man den Fall A > 0
durchspielt). Schreibe k = —k?. Es ergeben sich die beiden Gleichungen

T"(t) + k*T(t) =0
2 F"(r) F'(r) 2,2 _ _G"(¥)
“Fo TTTEe TR =5
In der zweiten Gleichung ist die linke Seite von ¢ unabhéingig, und die rechte von
r. Folglich muss es eine reelle Zahl v geben, so dass

" / "
o F (T)+TF(T)+/{32T2:I/:—G (¢)

F(r)y — F(r) G(y)




d.h., dass
P2 (r) +rF'(r) + (K = v)F(r) =0 und  G"(p) =vG(p)

Entwickelt man G in eine Fourierreihe, so sicht man, dass v von der Form n? mit
einer ganzen Zahl n > 0 sein muss, und

G(p) =C,cosp+ D, singp
Die Gleichung fiir F' hat dann die Gestalt
r2F"(r) +rF'(r) + (K*r* = n?)F(r) =0 (%)

In Ubung 3 der Serie 2 zur Vorlesung Analysis IT wurde gezeigt, dass die
sogenannten Besselfunktionen

o [e'e) (_1)mx2m
J(w) =173 22mtvmIT(v +m+ 1)

m=0

Losungen der “Besselschen Differenzialgleichung”

22y +ay + (2 - 1)y =0
sind. Die Funktionen F(r) = J,(kr) 16sen also die Differenzialgleichung (x). Die
Randbedingung F'(R) = 0 impliziert, dass kR eine Nullstelle der Besselfunktion
J, sein muss. Man kann zeigen, dass die Besselfunktionen J,,, n > 0, alle unendlich
viele Nullstellen

A1y < Qg < w0t
haben, und dass 1i_r>n O, = 00. Somit ergibt sich, dass k = %22 fiir ein m > 1,
m o
und dass

F(r) = Ju (k) mit Ky, =
R
Die Differenzialgleichung 7" (t) + 2 Oﬁ’g" lasst sich leicht 16sen. Fasst man die Er-

gebnisse zusammen, so erhélt man aus dem Ansatz der Separation der Variablen
die Losungen

Umn = (Amn cos(C kmnt) + By, sin(c kmnt)) I (Epnr) cosng
ur = (A,’irm cos(c kynt) + B, sin(c k;mnt)) Jn(kmnr) sinne

Natiirlich sind auch konvergente Reihen in diesen Ausdriicken wieder Losungen.

Die Theorie der “Fourier—Bessel-Reihen” zeigt, dass fiir geniigend regelére An-

fangsdaten die Losung in Form einer solchen Reihe geschrieben werden kann.
Im Fall von Rotationssymmetrie hat man nur die Terme mit n = 0.

Referenz: E.Kreyzszig: Advanced Engineering Mathematics. Wiley 1999.
Abschnitte 11.8 und 11.10



