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1. Wir leiten eine Formel fiir die Losung der 2-dimensionalen Wellengleichung mithilfe
der Kirchhoff-Formel in drei Dimensionen her.

In der Vorlesung haben wir gesehen, dass die Losung der partiellen Differentialglei-
chung

vy — Ay = 0, reR3t>0,
U(l’,O) - f(.%‘),
'Ut(LU,O) = g(l’),

gegeben ist durch die Formel von Kirchhoff:

0
v(x,t) = %

/é(w +y)ds(y).

Sct

At mclt

/f(fv+y)d5(y) +7 !

Hier integriert man iiber S, die Sphire mit Radius ct und Mittelpunkt 0. Wir setzen
jetzt

]E(Zﬁl,xz,fﬁg) = f(l’l,flfg),

g(xl,l‘g,xg) = g(xth)v
und betrachten die Kirchhoff-Formel in diesem Fall. Wir sehen dann, dass
u(xy, T2, t) := v(wy, 22,0,1)

die Losung der 2-dimensionalen Wellengleichung ist. Wir leiten nun eine Formel
fiir v her. Wir setzen x3 = 0 in die Formel ein und betrachten das erste Oberfla-
chenintegral fiir die obere Hemisphire SJ;. Hier verwenden wir die Parametrisierung
y3 = \/(ct)? — y} — y3 und erhalten das Oberflichenelement ds(y) = |ct/ys|dyidys.
Das erste Integral ist dann

[iespasw - [ LD gy,

ct)? —yi —
A . V(e =yt — 3

Das Integral fiir die untere Hemisphére S, ist gleich und somit erhalten wir

/f x4 y)ds(y) = 2ct / flety) dyldyg
Vet =yt — v

Set y34y2<(ct)?

Bitte wenden!



Die Berechnung des zweiten Integrals in der Kirchhoff-Formel funktioniert analog
und wir erhalten als Gesamtlosung

u(xy, xg,t) = dy,dys

0 1 / f(l’l —|—y1,x2+y2)

a 2_71'0 Ct?_ 2 .2
Vi< (ct)? Vet = vt — v

1 1+ Yy, T2 +
n g(r1 + 1y Z y22> yidys.
2me V(et)? =yt —ys
Y3 +y3<(ct)?

2. Sei U(zx, s) die Laplacetransformation der Funktion u(z, t) beziiglich der Variable ¢,
d.h. U(z,s) = L(u)(z, s). Die Ableitungsregel besagt, dass

L(u)(z,s) = sU(z,s) — u(zx,0).
Unsere partielle Differentialgleichung transformiert sich dann wie folgt
sU(z,8) — Upp(z,8) =
U(0,s) =

w | = O

und wir erhalten die allgemeine Losung
Uz, s) = A(s)e™V*® + B(s)eV™".

Wir wissen, dass die Losung u(z, t) beschrinkt ist fiir 2 — co. Somit muss ebenfalls
die Losung U(x, s) beschrinkt sein fiir x — oo und daraus konnen wir schliessen,
dass B(s) = 0. Mit der Randbedingung erhalten wir A(s) = 1/s und somit gilt

1
Ulz,s) = —e~ Ve,
s

Wir suchen nun die Riicktransformation der Funktion U(z, s). Wir machen folgende
allgemeine Beobachtung fiir die Laplacetransformation F'(s) einer Funktion f(¢). Es
gilt ndmlich

F(s) = F()\s)

Siehe nachstes Blatt!



Wir setzen nun G(s) = e~V®/s und G(s) := G(x2s). Zusammen mit der Linearitit
der Laplacetransformation erhalten wir

_ p-1(,—Vsa? _ o 2p-1(A _iooefzﬂu
(@, t) = L eV 19)(t) = 2L (G)(t)_ﬁx/ du.
2Vt

. Sei u(r, ¢) = 1. Die Funktion u ist somit eine Losung von

Au = 0, (r¢) € [0,R]x[0,2r)
w(R¢) = 1, ¢el0,2r).

Somit konnen wir die Poisson-Formel anwenden und erhalten die Losung
1 2

/2” Pr(r,¢ —t)u(R,t)dt = Pr(r,¢ —t)dt
0

_%0

1
o

1= u(r, ¢)

fur alle (r,¢) € [0, R] x [0, 27).

. Der Laplaceoperator in Polarkoordinaten ist gegeben durch
1 1
A =0 + =0, + — Opg-
+ . + 2 o0
Wir verwenden die Methode der Separation der Variablen und setzen

u(r, ) = R(r)P(¢).

Mit den Randbedingungen fiir ¢ erhalten wir fiir diesen Ansatz

Wir setzen den Ansatz in die Gleichung ein,

0= (&r + %& + %QM,) R(r)P(¢) = R"(r)P(6) + R(r)P(¢) . R(r)P"(¢)

r 72

Somit haben wir folgende gewohnliche Differentialgleichungen
r?R"(r) + R (r) = AR(r), P"(¢) = —A\P(¢),

fiir ein A € R. Wir 16sen zuerst die Gleichung fiir P. Fiir den Fall A < 0 erhalten wir
nur die triviale Losung fiir P. Fiir A > 0 ist die Losung gegeben durch

P(¢) = Acos ((b\/X) + Bsin (¢\/X)

Bitte wenden!



und mit den Randbedingungen sehen wir, dass

2
)\:(n_w)’ n ez
o

Die Familie der Losungen fiir P ist dann
P.(¢) = B, sin ("l¢), ne N
!
Die Differentialgleichung fiir R ist nun gegeben durch
nm

r2RI(r) + Ry (r) — (—)QRn(M = 0.

«

Diese gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung ist eine Euler’sche Diffe-
rentialgleichung und hat die Losung

Ry (r) = Cpr™™/® 4 D,/ n € N*,
fiir Konstanten C),, und D,,. Wir erhalten die folgende Familie von Losungen
(1, 8) = (1) Pa(6) = (A 4+ By /) sin (Zg), new,
(8

und mit dem Superpositionsprinzip gilt nun
) :Zun(r,¢ Z(A P 4 B "“/D‘> sin (mrgﬁ).
o)
n>1 n>1

Wir setzen nun die Randbedingungen ein,

U(T07 (b) = f<¢>7 U(Tl, ¢) = g((b)?

und erhalten

flo) = Z(A m/a+Bn Om/a> sin<%¢>:ZE2 sin<%¢>

n>1 n>1
g(¢) = ; (A /% L B, ‘”’”‘*) sin (T;—” ¢) - ;E}L sin (Z—W ¢),

wobel wir

EOZA mr/oz_'_B —nﬂ'/oc7 Ei:A mr/a+B —’nﬂT/Oé’

n

gesetzt haben. Wir sehen, dass £ und E! die Koeffizienten der 2a-periodischen Fou-
rierreihe der ungeraden Fortsetzung der Funktionen f(¢) und g(¢) sind, ndmlich

=2 [ s (Fo)ao.  BL=2 [ g(@)sin (o).

Somit konnen wir fiir zwei gegebene Funktionen f(¢) und g(¢) die Fourierkoeffizi-
enten berechnen und damit die Koeffizienten A,, und B,, in der Gesamtlosung bestim-
men.

Siehe nachstes Blatt!



S.

a) Offensichtlich ist g(o) maximal, wenn cos(c — ¢) = 1, also 0 = ¢ und

R%* — 12 R+
9(p) = —; 5 = :
R* —2Rr +r R—r
Ebenso ist g(o) minimal, wenn cos(o — ¢) = —1, also 0 = ¢ + 7 und
R? — 2 R—r
glp +m) = =

- R*+2Rr+r*> R+7’

b) Nach der Poissonformel gilt

™

w(0,0) = —— / B =P yas(y) = - / w(Rcos(c), Rsin(o))do.

2R ly — 0] 27
dB(0,R) —
Wir haben
1 R? — |z]?
= — — —u(x)dS
wane) = g [ T rue)ds)
2B(0,R)
1 [ .
= 5 g(o)u(rcos(o), rsin(o))do
m
1 [R +r .
< —
< o | mo ru(r cos(o),rsin(o))do
R+r
= 7O Tu((), 0)
und
1 R% — |z|?
- )
2B(0,R)
1 [ .
= o5 g(o)u(rcos(o), rsin(o))do
m
1 ™
> Py i i_ ::u(r cos(o),rsin(o))do
R—r
= 0,0).
R+ Tu< 0)

Bitte wenden!



¢) Die allgemeine Poissonformel fiir eine Kreisscheibe Br((0,0)) lautet

( ) 1 /27r R2 _ T2 (R /)d ,
= — u
NI =on o R%2—2rRcos(p—¢')+1r? Aatd

wobei Au = 0 in Bg, und stetig auf B ist. Damit berechnen wir

u(0,y) = u(r,%)

3m

1 2 36 — r?

- or 6 cos(¢') dy’
2m Jz 36 —12rcos (5 —¢') + 12 (¢) do
3T
3 [2 36 — r2 /
™ /27 36 — 12rsin (¢') 4 r2 cos(’) dy

_ 3 oy L _ N L2
= ;(36 ) 12T1n(36 127 sin (¢') + r?)

INE] w‘;"

36 + 12r + r2
36 — 12y + y?
36+ 12y +942 )

36 — 12r 4 r?
4rr

= ;LBG—ﬂﬂn(

1 2
36—y
47Ty(36 y°) n(



