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1. Nach dem Maximumsprinzip wird das Maximum von u auf dem Rand angenommen.
Auf dem Rand konnen die Funktionswerte von u in Polarkoordinaten (z = R cos(¢),
y = Rsin(¢)) durch

2R? cos®(¢) — R?sin?(¢) + 1
parametrisiert werden. Die kritischen Punkte liegen bei den Nullstellen von ug =
—3R*sin(2¢), also
¢ €{0,7/2,7, 3m/2}.
Die entsprechenden Funktionswerte sind 2R? + 1 und —R? + 1. Das Maximum ist
somit
2R + 1.
Aus der Mittelwerteigenschaft folgt, dass

21

u(0,0) = % / (R*(cos(2¢) 4+ 1)/2 + R?cos(2¢) + 1) d¢ = R; + 1.

2. Sei U C R" ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand. Fiir eine Funktion u € C*(U)
0 u(z)dr = /u(x)z/-dS
afL’Z‘ - 7 )

gilt
U/ ou

wobei v; die i-te Komponente des Normalenvektors auf dem Rand ist (Satz von Gauss-
Green). Somit konnen wir die partielle Integration verallgemeinern

/v(x)aiiu(x)dx = —/u(x)aiiv(:c)dx + /u(az)v(x)yidS.

U U ou

Fiir die zweifache Ableitung erhalten wir

/v(x)G(x)aajaxiu(x)d:v = —/8:;;16) a(v(?af(m))dx+/v(x)G(x)ag—§f)ude
U U ouU
= /u(x)—a (g(;)an<x))da7 - /u(x)—a(v(?xG@))mdS
U o ou !
-I—/v(:):)G(:E)a;gf) v;dS

Bitte wenden!



4.

Somit haben wir

/ (0 AUy — u(AV)sy) = / (—u(Av),vyp + vAu,,) dS
R OR

und dhnliche Ausdriicke fiir die anderen Ableitungen. Nach Summation der Aus-
driicke ergibt sich die Behauptung.

. Wir miissen die Green’sche Funktion G(z,y,£,n) des Gebietes D finden, d.h. wir

suchen die Losung von

AG(z,y,&n) = 6(x—&y—n) (z,y) €D,
G(%?/afan) =0 (a:,y)G@D

Die Fundamentallosung des A Operators ist

F(%%fﬂ]) = iln ((.l’ - 5)2 + (y - 77)2) .

a) Mit dem Reflektionsprinzip folgt

G(l’,y,f,n) = F(%Z/;ﬁﬂ?) - F(x7y7§7 _77)) = ﬁln (

b) Mit dem Reflektionsprinzip folgt

Gy, &n) = 3= (o~ &7 + (g =) — 1= In (24 € + (v — )

‘ﬁln(@—&)ﬂ(yw)g)+ﬁln((w+€>2+(y+”>2>

a) Die Greensche Funktion G(z, y; &, n) erfiillt

zusammen mit homogenen Randbedingungen auf Q). Der Ansatz erfiillt die ho-
mogenen Randbedingungen, somit miissen wir nur die Koeffizienten a,, , be-
stimmen. Wir konnen die Dirac-Funktion als Fourierreihe schreiben,

0z =&y —mn) = Z Cmn(&,m) sin (nz) sin (mmy).

m,n>1

Wir berechnen die Fourierkoeffizienten
1 1
&) = 4 [ [ 8o = )6y — m)sin (ne) sin (mmy) dody
01 ’ 1
= 4/ d(z — &) sin (nm:)dx/ d(y — n) sin (mmy)dy
0 0

= 4sin (n7€) sin (mmn).

Siehe nachstes Blatt!



Wir setzen die Koeffizienten in die Laplace-Gleichung ein und erhalten

—1% (0% + 1% ) A (€,1) = Cnn (€, ) = 4sin (nm€) sin (man).

Somit ist 4
amn(§,m) = TR L m?) sin (n7¢) sin (mmn)
und wir erhalten die Greensche Funktion
G(z,y;&,n) = — Z __+ sin (nmé) sin (mmn) sin (n7z) sin (mmy).
72(n? 4+ m?)

m,n>1

b) Die Losung der partiellen Differentialgleichung
Au(z,y) = [flz,y), (z,y) € @\0Q,
u(z,y) = 0, (z,y) € 0Q.

ist gegeben durch die Integraldarstellung

U(lvy)Z/QG(%y;f?n)f(ﬁ,n)dfdn-

Somit haben wir

u(z,y) = Y _ sin(nrz)sin (my) / amn (& m) f (& n)dEdn.
m,n>1 Q
Mit der gegebenen Randbedingung fiir f und den Koeffizienten a,, ,, haben wir

/Q G (€, ) £ (€, ) dE

4.4 ! 1
7?2(7?:2+m2)/0 sin (37§) sin (nﬂﬁ)dﬁ/o sin (57n) sin (m7n)dn.

Wir berechnen
1 1 j= k
sin (j7s)sin (kws)ds = < 2’ - ’
[ smtmsnmis={ g 4oE
und somit
34 -4 1 1 (m,n) = (5,3)
(&M (€ mdedn = - 50 ¢ ’ |
/Qa (&5 m) f(&,m)dEdn m2(32 + 52) 22 { 0, sonst
— 71.1_27 (m7 n) = (57 3)
0, sonst.

Einsetzen liefert die Losung
1

u(z,y) = —; sin (37z) sin (57y).
T

Bitte wenden!



S.

a) Wir definieren v,,(z) := (z* — 1)". Einmal differenzieren ergibt

v (2) = 2zn(x?* — 1)" 1
und somit haben wir

(2 — 1)) (2) = 22nv,(z).

Wir differenzieren diese Gleichung n-+1-mal nach x und erhalten mit der Leibniz-
Formel

dn+2 dn+1 mn

(1- 962)an(1’) - 2xdxn+lvn<x> +n(n+ 1)%%(37) = 0,
d o A" d"

o (1-—x )an(x) + n(n + 1)%%(3:) = 0.

b) Die Legendre Polynome P, und P, erfiillen

L0 —2)P@)] +atn+ DPE) = 0,

%kaﬂ%@ﬂ+mm+u%@):0_

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit P,,(x), die zweite mit P, (x) und sub-
trahieren:

0 = Palo)5 [(1= )P0 = Pa(o)2 [(1= 2) P (0)]
+(nn+1) —m(m+1))P,(z)Pr(z)
= [0 =) (Pa) Pule) ~ Pola) P ()]
+(n(n+1) —m(m+1))P,(z) P, (z)

Somit gilt

= (m(m+1)—n(n+1)) / P,(x)P,,(x)dx

-1

und Orthogonalitit gilt fir n # m. Fiir die Normalisierung im Fall n = m

Siehe nichstes Blatt!



berechnen wir

I = / P (2)2da

220 (n1)2 ) dam dxm
|
1 dn . dn—l N 1
— i n —1)"
227 (n!)? [daz"( ) dan—! (= I

-1 =t Lt .
- 22n(n!)2|:/dl.n_1 (z" = 1) W(I -1) dx].

-1

Die letzte Gleichheit gilt, da wir (2® —1)" nur n — 1-mal ableiten und somit bleibt
ein Faktor (x* — 1) iibrig. Insgesamt fiihren wir die partielle Integration n-mal
aus und erhalten

1

p, = [/(:p? e 1)"dx}

22n(n!)2 d$2n

-1
1

G fie-e

(=1)"(2n)! 2(n1)*22n(=1)" 2
22n(n!)? (2n+1)! 2n+1

¢) Wir berechnen die Koeffizienten ¢,

1
2 1
Cn = n2—|— /f(l’)Pn(:E)d:E
1
1

0
2 1
- n2+ /Pn(x)dx—/Pn(x)dx
0 5

_ (2n+1) fol P,(x)dr, n ungerade,
0, n gerade.

da die P, (z) symmetrisch sind fiir n gerade. Mit der Formel

(2n+ 1) Fu(x) = By (2) = B ()

Bitte wenden!



d)

erhalten wir

P,_1(0) — P,+1(0) mn ungerade,
Cnh =
0 n gerade.

Fiir gerade k berechnen wir

P(0) = <_;2k/2 ( k%)

und somit konnen wir die Koeffizienten ¢,, berechnen.

Wir berechnen das innere Produkt von zwei Basiselementen u,,, ,, und vy,

2 m

(e Ut} = / / cos(ma) P™(cos(0)) sin(ke) P (cos(8)) sin(0)dfd

™

= /cos(m¢) sin(k¢) qb/P,T(cos(@))Pf(cos(G))sin(@)d@

_ / cos(me) sin(ke)dé / P (2) PH () da.

=]

2

_ / cos(me) sin(kd)de - 5y xn
0

und somit sehen wir, dass die Basis orthogonal ist.

Wie in der Vorlesung sehen wir, dass die Losung gegeben ist durch

u(r, ¢,0) Z Z Appn cos(me) + By, sin(me)) P (cos(f))

m=0n=m

zusammen mit der Randbedingung
W(R.$.0) =Y > R"(Aun cos(mo) + B, sin(me)) Pyl (cos(6)).
m=0n=m

Unsere Randbedingung hingt nur von ¢ und nicht ¢ ab, somit verschwinden
samtliche Koeffizienten A,, ,, und B,, ,, fiir m # 0. Zusammen mit der Teilauf-
gabe c¢) bekommen wir die Koeffizienten

RnA()m = Vcn

Siehe nachstes Blatt!



und somit ist die Losung

Z Z Ve, (—> P (cos(0))

m=0n=m
T/r

_ v Eﬁmcosw)) L (%) Paleos(d)) + 12 (=) Prleos(6)) + ..



