D-ITET Analysis III WS 13/14
Prof. Dr. H. Knorrer

Musterlosung Serie 6

1. a) Mithilfe der Kettenregel berechnen wir

Uy = w{fz + WyNx

Uy = We&y + wyny
Uge = w&&ég + 2w£n£x77x + wrmn:% + w&&:}c:p + WyMzx

Uy = Weeba&y + Wey (Eanly + EyN) + Wiy + Welay + Wyay
Uyy = wé&% + 2wep&ymy + wnnn:g + weyy + wyny,

Daraus folgt, dass w die PDG
Awge + 2Bwy,, + Cw,,, + Dwe + Ew, + Fw =0

16st, wobei
(&n) = a&l+2b&8, + €}

(57 77) = afxm« + b(gxny + fynx) + nyny
(&n) = ani+20n.ny + cn;

6 e)=G )G G
BC—T]xnybnyny'

Ist die Transformation regulér, d.h.

& &y
det (771’ 771/) # 07

b) Wir bemerken

folgt die Behauptung.

2. a) Mit dem Verfahren zur Methode der Charakteristiken (siehe S. 61 vom Skript)
erhilt man die Gleichung

2
t

Uy — a—ux = —4a’t, u(z,0) = 2.
x

Somit sind die charakteristischen Gleichungen

o(t) = —ot 2(0) = o,

Bitte wenden!



und die Losungen der gewohnlichen Differentialgleichungen sind gegeben durch
22 (t) = 25 — 12, 2(t) = 23 — 2a°t°. (1)
Somit ist die Losung
u(z,t) = 2(t) = (2 + o*t?) — 2a%t? = 2 — o*t%.

Aliter: Die charakteristischen Gleichungen und Anfangsbedingungen sind gege-
ben durch (Achtung, hier sind y und ¢ vertauscht!)

La(t,s) = a®y(t,s) Lylt,s) = —a(t,s) Lz(t,s) = 4az(t,s)y(t,s)
z(0,s) = s y(0,s) = 0 2(0,s) 2

= S

Mit den ersten beiden Gleichungen erhalten wir

d? d
—x(t,8) = a2—y t,8) = —a’x t,s).
dt? dt

Somit ist die Losung fiir z(¢, s)
x(t, s) = A(s) cos (at) + B(s) sin (at),

mit Koeffizienten A(s) und B(s). Mit der ersten Differentialgleichung sehen wir,

dass
ot s) = %%x(t, 5) = é (B(s) cos (at) — A(s)sin (at)).

Mit der Anfangsbedingung ist somit

s =x(0,s) = A(s), 0=y(0,s) = B(8)7

und die Losungen fiir = und y sind dann

x(t,s) = scos (at), y(t,s) = g (at). (2)
o
Fiir 2 leiten wir zuerst folgende Gleichung her,
40”x(t, s)y(t, s) = —4as® cos (at) sin (at) = —2as” sin (2at)
und die Differentialgleichung fiir z ist dann
a(t,5) = ~205%sin (2a)
—2(t,5) = —2as” sin (2at).
dt
Integration ergibt dann

z(t, 8) = s cos (2at) + O(s),

Siehe nachstes Blatt!



b)

fiir eine Funktion C'(s). Zur Bestimmung von C'(S) verwenden wir die Anfangs-
kurve
2 =2(0,5)=s"+C(s) = C(s)=0.

Die Losung ist dann
2(t,s) = s cos (2at).

Wir bemerken, dass
1® — a®y? = s (cos® (at) — sin® (at)) = s* cos (2at).

Somit ergibt sich die Losung

ulw,y) = 2(t(x,y), s(z,y)) = 2° — oy,

Diese Gleichung beschreibt ein Hyperboloid in R3.

Die Charakteristiken werden in (1) durch die Gleichung fiir z(¢) beschrieben,
2*(t) + t* = xp.

Aliter: Die Charakteristiken in R? werden durch (2) parametrisiert. Wir sehen,
dass
2® + o’y = s (cos® (at) + sin® (at)) = s°.

Somit konnen die Charakteristiken beschreiben werden durch

{(z,y) € R?|2* + o?y* = s°}, s € R.

Diese Kurven sind Ellipsoide um den Ursprung mit Achsen der Linge |s| und

|s/al.

C;harakte(istiken ynd Anfangskurye

Bitte wenden!



a) Wir haben die partielle Differentialgleichung und Anfangsbedingung
uFeu, =0, u(z,(x)) = g(z).

Hier wird die Anfangsbedingung durch die Werte der Funktion w auf der An-
fangskurve (x,y(x)) € R? beschrieben. Achte, dass diese Anfangskurve nicht
mit der z-Achse iibereinstimmt und somit miissen wir unsere Charakteristische
Gleichungen anpassen,

%x(t) = *@  z(y(zm)) = =0,
g2t =0, z(v(z0)) = g(x0).

Die allgemeine Losung fiir x ist

2(t) = log (é) |

Die Konstante C' wird aus der Anfangsbedingung berechnet,

1
log| ——— ) =20 <= C = " + ~(xg) = pxyp.
g(c_ﬁy(%)) 0 V(o) = po

Somit sind die Losungen gegeben durch

o) =tog (). (0 = gl

pro — 1t
Wir 16sen xy nach x auf und setzen dies in u(x(t),t) = z(t) ein. Die Lsung ist

dann
e+t
u(x,t :g( )
(z,t) P

Aliter: Die charakteristischen Gleichungen und Anfangsbedingungen sind gege-
ben durch (Achtung, hier sind y und ¢ vertauscht!)

Lr(t,s) = et Lyts) =1 L2(t, s

z(0,s) = s y(0,s) = ps—e® 2(0,s

) =
) = g(s).
Die Losungen sind dann

z(t,s) = —1In (e_s — t), y(t,s) =t+ps—e?, z(t,s) = g(s).

Wir sehen, dass
y+e " =ps, 3)
und somit gilt
— 1 -z
s = 5 (y +e ) .

Dies setzen wir in die Identitit u(z,y) = z(t(x,y), s(x,y)) ein und erhalten die

Losung
u(z,y) =g (y +p€ ) : )

Siehe nachstes Blatt!



4.

b) Die Charakteristiken sind gegeben durch xz(t) (resp. durch (3)). Fiir p # 0 schrei-

ben wir diese Familie als
t=C—e", C eR.

Der Fall p = 0 entspricht einem degenerierten Fall. Hier gibt es nur eine charak-
teristische Kurve, namlich
t=—e"

Dieser Fall hat eine einfache Erkldrung. Falls p = 0, so ist die Anfangskurve
ebenfalls
t=—e

Somit ist die Anfangskurve gleich der charakteristischen Kurve. Angenommen
wir withlen einen Punkt (z¢, ty) € R?. Um den Wert u(zy, o) zu finden, miissen
wir eine charakteristische Kurve durch den Punkt (zg,%,) finden, die sich mit
der Anfangskurve schneidet. Da es jedoch nur eine Kurve gibt, sehen wir, dass
diese Strategie nicht ausfiihrbar ist. Somit ist dieses Cauchy-Problem nicht wohl-
definiert. Dies widerspiegelt sich auch in unserer Losung (4).

Charakteristiken und Anfangskurvefir p=1
y

/

W

a) Mit dem Verfahren zur Methode der Charakteristiken (siehe S. 61 vom Skript)

hat man mit der Gleichung
ug + uu, = 0, u(z,0) = f(x),

die charakteristischen Gleichungen

2(t) = 0, 2(0) = f(zo)-

Bitte wenden!



Die Losungen der gewohnlichen Differentialgleichungen sind gegeben durch

x(t) = zo + f(wo)t, z(t) = f(xo). &)

Die Charakteristiken sind Geraden mit Steigung f(z() ' und schneiden die x-
Achse in zy. Entlang den Charakteristiken ist die Losung konstant und gleich
f(zo), bis sich die Charakteristiken schneiden. Fiir eine Fortsetzung der Losung
miissen andere Methoden verwendet werden.

Aliter: Die charakteristischen Gleichungen und Anfangsbedingungen sind gege-
ben durch

Lir,s) = 1 La(r,s) = z(rs)  Lz(r,s) = 0
t(0,s) = 0 z(0,s) = s 2(0,s) = F(s)
mit
1, —1>s
F(s)=¢ —s, —-1l<s<1
-1, 1 <s.

Die Losungen der Differentialgleichungen sind
t(r,s) =r, z(r,s) = s+ rF(s), z(r,s) = F(s).

Wir sehen, dass

s+, -1 >s,
r=s+tF(s)=4¢ s(l—1), —-1<s<l1,
s —1t, 1< s.
Aquivalent dazu
r —t, —1> s,
s = £ —1l<s<1,

-t
T+t 1 <s.

Oben haben wir gesehen, dass u = F'(s). Somit ist die Losung

1, —1>x—t,
u(z,t) =¢ & 1<% <1,
-1, 1<z+1¢t.

b) Die Charakteristiken in R? sind gegeben durch

T — s, —1> s,
t=49 1-%, —1<s<1,
s —x, 1 <s.

Siehe nachstes Blatt!



c)

d)

Char akteristiken

2.

Die Zeichnung der Charakteristiken in der (x, t)-Ebene zeigt, dass sich die Cha-
rakteristiken entlang der Linie {¢ = 1 + |z|} schneiden. Fiir einen beliebi-
gen Punkt zy € R sehen wir, dass die Losung u(xg,t) nur bis zum Zeitpunkt
t = 1+ |xo| existiert. Nach dieser Zeit existiert weiterhin eine Lsung, jedoch
wird sie nicht durch die Methode der Charakteristiken bestimmt. Dieses Phéano-
men nennt man eine Schockwelle.

Mit dem Ausdruck fiir u(z, t) konnen wir die Losung fiir verschiedene Zeitpunk-
te zeichnen. Man sieht wie die Losung fortschreitend eine Singularitat um x = 0
entwickelt. Zum Zeitpunkt ¢ = 1 ist die Singularitit gegeben und u(z, t) ist keine
Funktion mehr.

ucx, 0)
i X
-1
ucx, 0.5
i X
-1

Bitte wenden!



ux, 1

5. a) Die charakteristischen Gleichungen sind

dat) = O, 2(0) = x,
2a(t) = 0, 2(0) = uo(xo).

Die Losungen der gewohnlichen Differentialgleichungen sind gegeben durch

z(t) = uo(o), w(t) = et + .

Aliter: Die Charakteristiken erfiillen die Gleichungen (Achtung, hier sind y und
t vertauscht!)

%x(t, s) = e  2(0,s) = s,

5?/(?57 S) = 17 y(07 S) = 0.

Also verliuft die Charakteristik entlang der Geraden = e“()y + s. D.h. die
Gerade mit Steigung e~%(*), welche die -Achse im Punkt 2 = s schneidet.

b) Aus Aufgabe a) folgt, dass die Charakteristiken mit dieser Anfangsbedingung fiir
s > 0 entlang den Geraden z = t + s und fiir s < 0 entlang den Geraden z =
et + s verlaufen. Die Charakteristik schneiden sich, es gibt also eine sogenannte
Stosswelle (oder Schockwelle). Der Verlauf der Stosswelle ist gegeben durch die
Differentialgleichung

F(u+(t)) — F(u=(t)) elim, o— uo(s) _ olim, o4 uo(s) c—1

/ t f— fnd — - _1
7 ut(t) —u=(¢) limg ,o- up(s) — limg o+ up(s) 1—0 ¢

Also ist y(t) = (e — 1)t. Insbesondere ist also

1, z<e—1,
“@’1):{0 r>e—1

¢) In diesem Fall haben die Charakteristiken durch die Punkte (s, 0) fiir s < 0 die
Steigung 1 und e~! fiir s > 0. Im Sektor

{(z,t) e R® ‘ e'r <t<ux}
gibt es also eine Verdiinnungswelle. Die Losung ist dann
0, x <t
u(z,t) = 7%, t<uz<et,

tle—1)’
1 et < x.

Y



