D-ITET Analysis III WS 13/14
Prof. Dr. H. Knorrer

Musterlosung Serie 7

1. Biegelinie eines elastischen Stabes:

a) Folgende Randbedingungen lassen sich direkt aus der Aufgabenstellung herlei-
ten:
u(0) =0, u(L) = ug.

Durch die Einspannung am linken Ende haben wir noch zusitzlich die Bedingung

da/(xz) = 0 fiir < 0 und v’ stetig ist.

b) Wir wenden die Methode der Variationsrechnung an und versuchen ein geniigend
oft differenzierbares u : [0, L] — R zu finden, das obige RB erfiillt und das das
Deformationsenergiefunktional

minimiert. Es sei also ¢ : [0, L] — R geniigend oft differenzierbar mit ¢(0) =
(L) = ¢'(0) = 0, dann gilt fiir u

dX|\_o 2 dX\|,_y Jo
1/Ld " 12 /L "on
== — u + A" | dx = u' " dr
2 Jo dA )\:0[ ) 0
L L L L
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=u'y| - uo' dr =u" (L)' (L) —u g&‘o—i- updr
0 0
L
=u"(L)y¢' (L) +/ uMpdz . (1)
0

Diese Gleichung muss fiir alle ¢ mit den oben genannten Eigenschaften gelten,
also auch fiir solche mit ¢'(L) = 0. Daraus bekommen wir die Bedingung fiir u,

L
/ uPpdr =0,
0
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fiir alle zulédssigen ¢ mit ¢'(L) = 0 und daraus folgt
u® = 0.

Ebenso konnen wir auch zuldssige Funktionen betrachten, die z.B. ¢/(L) = 1
erfiillen und somit erhalten wir

L
1-u"(L) + / uWypdr =0
0

—_—
=0

und daraus folgt
(L) =0.

Dies ist die gesuchte zusétzliche natiirliche Randbedingung. Wir machen fiir u
den Ansatz

u(z) = Az’ + Bx* + Cx + D.
Durch Einsetzen der RB erhalten wir
u(0)=D=0 u(L) = AL® + BL?> = uy,
Z(0)=C =0 } T (L) = 6AL+2B =0.

Dies fiihrt auf

Uy, 3ur,
A=—— B=-—
213 2127
und somit ist die Losung

2. Die Differentialgleichungen sind gegeben durch

r(t) = t, z(0) = o,
(t) = 2, 2(0) = h(xg).

Die Losungen sind dann

1
x(t) = 5252 +xo, z(t) =2t + h(xo).
Somit erhalten wir als Gesamtlosung
1
u(z,t) =2t + h(z — 5752).

Der Bereich, in welchem die Funktion v also bestimmt ist, ist

1
{(:L',t)ERQ\O<:B—§t2<1}.
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3.

a) Wir schreiben zuerst das Anfangswertproblem um,

2y — 2
uz+az+y uy:x+y, x>0,yelR
x x

Wir haben dann die folgenden charakteristischen Gleichungen

gla) = =22, y(1) = o
i(z) = = z(1) = wyo.

Wir 16sen zuerst die Gleichung fiir y(x). Die Losung einer gewohnlichen Diffe-
rentialgleichung erster Ordnung der Form

y'(z) + P(z)y(r) = Q(z)

ist allgemein gegeben durch

1
o) = oo [ @)@,
wobei u(z) = e/ "®)4 ¢in integrierender Faktor ist. In unserem Fall ist P(x) =
—2 und Q(z) = 2. Der integrierende Faktor ist dann
—zIn(x 1
u(z) =e 21“2;

und somit ist ) 5
x _
y(r) = 2 — de =1—z+ Cz?,
2z

fiir eine Konstante C' € R. Mit der Anfangsbedingung erhalten wir
y(x) =1 —x + yoz’.
Die Gleichung fiir z(z) lautet dann

o+ 1—x+ ya?

£(x)

x
und wir erhalten die Losung
z(x) = In(x) + %f + %.

Aliter: Die charakteristischen Gleichungen und Anfangsbedingungen lauten

r = ux, z(0,s) = 1,
y = x4+2y—2, y(0,s) = s,
Z = x4y, 2(0,s) = s.
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b)

Die Losung fiir = lautet

x(t,s) = €.

Fiir y finden wir zuerst die homogene Losung yy,,,, der Differentialgleichung.
Somit ergibt sich
Yhom (t) = Ce?".

Fiir die Bestimmung von y verwenden wir die Methode der Variation der Kon-
stanten (oder den Ansatz y,..(t) = Ae® + B). Wir setzen y(t) = C(t)e* in die
Gleichung ein und erhalten

Somit ergibt sich
Ct)=—e'+e?+D

fiir eine Konstante D und als Losung fiir y haben wir dann
y(t) = (—e '+ e+ D)e* =1—e' + De*

Zusammen mit der Anfangsbedingung erhalten wir

y(t,s) =1 — e + se*.

Die Gleichung fiir z lautet somit
i=ax+y=c +1—¢' +se* =1+ se*.

Wir erhalten
2(t) = /(1 + se*)dt =t + ge” +E

fiir eine Konstante £~ und zusammen mit der Anfangsbedingung ist

2(t, 5) :t+§(1+e2t).

Mit den obigen Losungen erhalten wir folgende Gleichung fiir die Charakteristi-
ken in der = — y Ebene, die durch den Punkt (1, s) gehen:

y=f(z)=1—x+ sa’.

Somit ergibt sich folgende Kurvenschar:

Siehe nachstes Blatt!



JINN T

¢) Wir 16sen y(x) = 1 — x + yoz? nach y, auf und setzen dies in die Losung fiir z
ein. Wir erhalten dann

w(z,y) = In(x) + (zty- D+ xQ).

222
Aliter: Wir 1osen x = z(t, s), y = y(t, s) nach (¢, s) auf und erhalten
r+y—1
§=—F t =lIn(x).

Einsetzen in z(t, s) ergibt

(r+y - DA +2%)

u(z,y) = z2(t,s) = In(z) + 972

4. Die charakteristischen Gleichungen sind

d
% = —sin(x) + \/Sln ) + cos?(x) = —sin(z) £ 1.
T

Somit sind die Losungen gegeben durch

yy+ = cos(x) £z + C,
wobei C' € R eine Konstante ist. Die gesuchte Transformation ist dann
s(z,y) = cos(z) +x —y, t(x,y)=cos(x)—z—y.

Wir betrachten nun die Funktion v(s,t) = u(z, y) und setzen sie in die urspriingliche
PDG ein. Wir erhalten

0 = wvs(—sin(x) + 1)% + 2v4(—sin(z) + 1) (= sin(z) — 1) + vy (—sin(x) — 1)?
+vg(— cos(z)) + vi(— cos(z)) — 2sin(z) (vss(sin(x) — 1) + vg(sin(z) — 1)
+vg(sin(z) + 1) + vy (sin(z) + 1)) — 082 (2) (Vs + 2Ugp + Vyt)

—cos(z)(—vs — vy).

Bitte wenden!



S.

Somit haben wir —4v,; = 0 und die Normalform ist

Vst — 0.

Man iiberpriift leicht, dass die allgemeine Losung gegeben ist durch v(s,t) = F(s) +
G(t) fiir Funktionen F' und G, die von den Anfangsbedingungen hergeleitet werden.
Somit ist die allgemeine Losung

a)

b)

¢)

d)

u(x,y) = F(cos(z) + x —y) + G(cos(x) — x — y).

In diesem Fall ist also F'(u) = u?/2 in Burgers-Gleichung. Offensichtlich verlau-
fen die Charakteristiken, welche die x-Achse im negativen Bereich oder in x > 1
schneiden senkrecht (d.h. parallel zur y-Achse) und jene, welche die z-Achse im
Punkt z = s, s € [0, 1] schneiden, entlang den Geraden x = y + s. Es gibt also
sowohl eine Verdiinnungswelle als auch eine Schockwelle, welche sich fiir y < 2
unabhiingig voneinander entwickeln. Fiir y < 2 verlduft die Schockwelle entlang
x = y/2 + 1 (siche Vorlesung).

Fir y > 2 gibt es eine erneute Schockwelle durch das Aufeinandertreffen der
Charakteristiken der Verdiinnungswelle sowie jener Charakteristiken, welche par-
allel zu y-Achse verlaufen. Sei (v(y),y) der Verlauf dieser Schockwelle (d.h.
u(z,y) “springt” entlang diese Pfades). Nun ist u(x, y) im Bereich der Verdiin-
nungswelle implizit gegeben durch F’(u(z,y)) = x/y und somit ist u(z,y) =
x/y. Insbesondere ist u_(y) = v(y)/y. Andererseits ist u™ (y) = 0 da u sich ent-
lang der senkrecht verlaufenden Charakterstiken nicht @ndert. +'(y) erfiillt also

n B _
i) = =) S )+ ) = 2
Aus obiger Differentialgleichung ergibt sich also
71
72

und somit 1
log(7(y)) = 5 log(y) + C = log(e“v/y).
Also haben wir
1(y) = e“V/y.
Da die Schockwelle den Punkt (2,2) durchlaufen muss, ist die Anfangsbedin-
gung gegeben durch v(2) = 2 und somit gilt C' = log(v/2).
Aus Aufgabe ¢) und der Definition der Verdiinnungswelle folgt, dass
x

u(x,y) = ;

fir 0 < x < /2y und y > 2. Aus der Beschreibung der Charakteristiken in
Aufgabe a) folgt, dass u(z,y) = 0 fiir y > 2 und z ausserhalb dieses Intervals.

Siehe nachstes Blatt!



6. Fiir hinreichend gutmiitige /' diirfen wir Ableitung und Integral vertauschen. Mit an-
deren Worten

t
u(x,t) = v(:v,t,t)—i—/ v (z,t, s)ds
0

t
= v(m,t,t)—i—/ Vgr(, L, 8)ds
0
= F(z,t) + upe(z,t).

Ausserdem ist

und

t t
u(0,t) = /U(O,t,s)dSZ/Ods:O,
0 0
¢ t
u(L,t) = /U(L,t,s)ds:/ Ods = 0.
0 0

7. Wir wenden die Fouriertransformation auf die x-Variable an und erhalten die Glei-
chung

y(t, k) + K*a(t, k) — ta(t, k) = 0,

w0,k) = f(k).
Somit haben wir die gewohnliche Differentialgleichung in ¢
iy = (t — k*)a,

und die allgemeine Losung ist gegeben durch
a(t, k) = C(k)ez"" ¥,
Durch Einsetzen der Anfangsbedingung haben wir
alt, k) = f(k)ex ¥,
Nun suchen wir die Riicktransformation von u. Wir schreiben « als

;27 Flk)a ekt = % F (k) a(k)

und die Inverse von ¢ ist gegeben durch g(z) = e~**/(4) Zusammen mit dem Fal-
tungssatz erhalten wir

a(t k) =

1 1,42 (z—8)2

vl (303

u(z,t) =
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8. Wir machen den Separationsansatz

u(r,y) = X (2)Y (y)

und setzen diesen in die PDG ein. Wir erhalten
2
X"Y 4+ XY" + XY = 0.
a

Das ldsst sich umformen zu

X// Y// 71_2
4= =0
X + Y * a?

Da der erste Term nur von x und der zweite nur von y abhédngt, miissen beide Terme
konstant sein und fiir diese Konstanten gilt

2
m
a—|—5+—2:O.
a

Wir konnen somit die partielle Differentialgleichung in zwei gewdhnliche Differenti-
algleichungen aufspalten,

X" —aX =0, Y" - BY =0.
Mit den homogenen Randbedingungen erhalten wir die Gleichungen

u(0,y) = X(0)Y(y) =0,
u(a,y) = X(a)Y(y) =0,
u(z,0) = X(x)Y(0)=0,

und folglich sind die Randbedingungen X (0) = X (a) = 0 fir X und Y'(0) = 0 fiir
Y. Die gewohnliche Differentialgleichung fiir X lautet demnach

X"—aX =0 X(0)=X(a)=0.

Fiir die Losung miissen wir die Fille o < 0, o = 0, > 0 getrennt betrachten.

e Im Fall = 0 wird die Differentialgleichung zu
X"=0
und hat die allgemeine Losung
X(x) = Az + B.
Die Randbedingungen ergeben
X0)=B=0 und X(a)=Aa=0= A=0.

Also hat dieser Fall nur die triviale Losung X (z) = 0.

Siehe nachstes Blatt!



e Im Fall o =: w? > 0 wird die Differentialgleichung zu
X" —w?X =0
und hat die allgemeine Losung
X(z) = A cosh(wz) + B sinh(wz).
Die Randbedingungen ergeben
X0)=A=0 und X(a)= B sinh(wa) =0 = B =0.

Also hat auch dieser Fall nur die triviale Losung X (z) = 0.

e Im Fall o =: — w? < 0 wird die Differentialgleichung zu
X"+ wX =0
und hat die allgemeine Losung
X(z) = A cos(wzx) + B sin(w).
Die Randbedingungen ergeben
X(0)=A=0 und X(a)= B sin(wa) = 0.
Dies ldsst sich genau dann erfiillen, wenn entweder B = 0 oder wenn

n .
sin(wa) =0 & w="" mitn € Z.
a

Wir bekommen also eine abzidhlbare Menge von moglichen Werten fiir w und
folglich auch fiir a:
w2n?

Ap =—w, =——— mitn €N
a

Es geniigt hier alle n € N zu betrachten, denn negative Werte von n ergeben keine
neuen Werte fiir v und wegen cos(—wz) = cos(wz) bzw. sin(—wz) = — sin(wz)
auch keine neuen Losungen.

Damit haben wir die Basislosungen fiir X gefunden:
X,(x) = B, sin (ﬂ :B)
a
Nun betrachten wir die gewdhnliche Differentialgleichung fiir Y. Wir haben
a2

und die Differentialgleichung fiir Y lautet

Y”—BY—Y”—[nQ—l]ﬁY—O
n nitn — Ln 0,2 n — Y-

Fiir die Losung miissen wir die Félle n = 1 und n > 2 getrennt betrachten.
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e Fall n = 1: Es gilt 5; = 0 und die allgemeine Losung ist
Yi(y) = Ciy + D;.
Aus der homogenen Randbedingung fiir Y folgt
Y1(0) =D1 =0
und die Basislosung ist
Yi(y) = Chy.
e Fall n > 2: Es gilt 5, > 0 und die allgemeine Losung ist
Y, (y) = C,, cosh < Bn y> + D, sinh ( B y) .
Aus der homogenen Randbedingung fiir Y folgt
Y, (0)=C, =0

und die Basislosungen sind
Y, (y) = D, sinh ( Bn y) = D,, sinh (\/n2 1z y) .
a

Der Losungsansatz ergibt sich durch lineare Superposition der Basislosungen:

u(z,y) = Y Xu(@)Yaly)

= F,ysin (Z x) +Y B, sinh ( o Zy) <in (@ x)
a n=2 a a

Die konstanten F,, konnen nun mit der inhomogenen Randbedingung bestimmt wer-
den

u(z,b) = Ey bsin <§ a:) + i E,, sinh <m g b) sin (ﬂ :1:) = 3 sin (z x)

a a

Durch Koeffizientenvergleich folgt
3
Eib=3 = E, = b und E,, = 0 fiiralle n > 2.
Somit ist die Gesamtlosung

u(z,y) = 3% sin (g a:) :

Siehe nachstes Blatt!



9. Wir verwenden die Methode der Separation der Variablen und fiir den Ansatz u(z, t) =
X (x)T(t) erhalten wir
T"(t) + aT"(t) b X" (x)
() - X(a)

=puelR

Wir 16sen zuerst die Differentialgleichung fiir X (z),
X"(x) = pc* X ().

Fir > 0, ¢ = 0 erhalten wir nur triviale Losungen mit den gegebenen Randbedin-
gungen. Wenn wir pc®> = —w? setzen, erhalten wir

X(z) = Acos(wz) + Bsin(wz).

Mit den Randbedinungen X (0) = X (1) = 0 sehen wir, dass
nm
w=—.

l

nmc

i )2 und wir betrachten nun die Differentialgleichung fiir 7°(¢),

Somit ist ;1 = — (

T"(t) + aT'(t) + (b + (”T”C)Q) T(t) = 0.

Diese ist eine homogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Ko-
effizienten. Mit dem Ansatz T'(t) = Ce* erhalten wir das charakteristische Polynom

2
A+ al + (b+ (?) ) =0.
Wir definieren
a —4(b+ (7))
4
und erhalten die Losungen fiir verschiedene Werte von n

Ape~2tsinh(v/Aut) + Bue~ 2t cosh(v/A,t)  falls A, > 0,

A, =

T.(t) = e 34Oy + Dyt) falls A, = 0,

Ene2tsin(v/—Aut) + Fre 2t cos(v/—=A,t) falls A, < 0.
Wir setzen die Randbedingung 7,(0) = 0 ein und erhalten

( Ay (6_%t sinh(v/Apt) + @e_%tcosh(\/&mt)) falls A,, > 0,

T,(t) = ¢ Cne 2'(1+%t) falls A,, = 0,

E, (e_%t sin(v/—A,t) + 2-SBne 3t cos(\/—Ant)> falls A,, < 0.
\
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Die Losung ist dann gegeben durch

Zan () sin (m;x)j

= %/Olf(x) sin <nlﬂ> dx.

10. Die Losung der inhomogenen Wellengleichung mit nicht-trivialen Anfangsbedin-
gungen ist gegeben durch die Summe der Losung der homogenen Wellengleichung
mit nicht-trivialen Anfangsbedingungen zusammen mit der Losung der inhomogenen
Wellengleichung mit trivialen Anfangsbedingungen.

wobel

Die Losung ist somit gegeben durch die Formel von d’Alembert zusammen mit der
Formel von Serie 1, Aufgabe 5:

x+ct
1 1
uw,t) = S(Ftet)+ fla—c)) + o / o(z')da’
xr—ct
t x+ct t
—/ / (2 t)dx'dt’.
0 z—c(t—t")

Durch Einsetzen von

erhalten wir

1
u(x,t) — 5 + ZL’2t + §C2t3 + e:c—i—ct + 6:n—ct _ 2693).

202t



