BSc D-MAVT, ETH Ziirich
Lineare Algebra

Losung der Priifung

Winter 2010
Prof. O. Imamoglu

1. a) Lose Ax = 0 mit Gausselimination:

2 0 -2 110
31 3 3 -1 -4 510
—1|-1 1 1 0 =310
2 2 1 -1 -2 410
1 2 0 -2 110
| 0 =3 —1 210
0 O 0(0
0O 0 0 0 0]0
DannsindzB. x5 =a € R, 24 = € R, 29

= —3T9 + 224 + 25 = 200 + 23 — 37, 1
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Eine mogliche Basis ist also

S = N O N

_ o N O =

S = N O N

O = N O N

-3
0
0

o O O =

2 0 -2 10
-3 -1 2 20
3 1 =2 =210
-3 -1 2 20

= v € R frei, und es folgt

—25E2+2$4+I5—&+25—27

a,B,vER

und dim(Kern A)

= 3.

Bitte wenden!



b) Es gilt dim(Bild A) = r, wobei r = Rang A = 2 aus dem Gauss-Schema. BildA wird also
erzeugt von 2 linear unabhingigen Spaltenvektoren von A, z.B.

1 2
3 3
und
—1 1
2 1
o)
¢) Berechnung von e(V): (M) = T = \/Lg 0
2
Berechnung von e®):
1
¢ = g _ (4@, 0y = | g _% ol. o 0 :%
1 2 2 —1
he
o _ ¥ 1 X
= @ = —— | o
= VvE

Berechnung von ¢(®)

-2 | -2 1 1
= 3 3 31,10
1 1 2 2
-0
) -2 2 0
3 31, 0Ol=1]3
-1 -1 0
_ 5
0
= e® = a =11
[
0

Siehe nachstes Blatt!



a)
1 =0 z = b2 2= Ly Lo
37 73

Also ist B erzeugend (da 1, z, 2% erzeugend sind). Da dim P, = 3 sind die Vektoren auch
linear unabhéngig und bilden somit eine Basis.

b)
p(r) = 112% — 2z + 1 = v, (1) + vo(x) + v3(32* — 1)
Also:
3U3 =11 vy = 1_31
v—vs=1 v =1+v3="4
Also:
14
3
p(x))s= | —2
11
3
c)

/ 22dxr —0 =0
1

a) Das charakteristische Polynom von A ist:

-2 1 -1
Pa(\) =det(A—A3)=det | 1 —)\ 1

-1 1 -2-=2A

— AA2HAN) 1) = (2= A+ 1) — (1= A) = =A> =21+ 3\
= AA=1(\+3)

Bitte wenden!



Folglich sind A\; = 1, Ay = —3, A3 = 0 die Eigenwerte von A.

-1 1 -1 1 -1 1 1 -1 1
Fi=Kemm| 1 -1 1 |=Kemm|1 -1 3] =Kern|0 0 1
-1 1 =3 0 0 O 0 0 O
1
=spanqv; = | 1
{ 0
3 1 -1 0 4 2 0 2 1
EFs=Kemn| 1 3 1 |=Kemn|] 0 4 2| =Kem |0 0 0
-1 1 1 -1 11 1 -1 -1
( 1
= span { vy = —1
\ 2
0 1 -1 01 —1 —1
Eo=Kemnm| 1 0 1 |=Kemm|1 0 1 | =span{ v3:= 1
-1 1 =2 00 0 1

b) Da AT = A stehen die (1 dimensionalen) Eigenriume bereits senkrecht aufeinander und man
muss bloss noch die Eigenvektoren normieren. Die Basis besteht folglich aus den Spalten
folgender Matrix:

S L
V2 V6 V6
g=]4i L L
V2. Ve V3
0o = 1
V6 V3
¢) Esgilt A = SDST, also:
5
1 0 0 1 0 O
A= (SDSTY =8SD°ST=S[0 -3 o ST=S5|0 -3 ofsS”
0 0 0 0 0 0
Die Eigenwerte von A® sind dementsprechend 1, —3° = —243 und 0. Die Eigenvektoren
bleiben gleich (Spalten von .5).
a)
—4-X =3 -3
det(A—Al3)= 0 2—-X 0 [=2=XN({(-4=XN)bB—-)N)+18)
6 3 5—-2A
—2-A)(A=r-2)=0
1++v1+8 2
:>)\1:2,>\2,3:T+:{ 1

Siehe nachstes Blatt!



b)

>\1 == /\2 = 2
-6 -3 =310 -6 -3 -3|0
ol o 0o oo/ 0o o olo
—1 6 3 310 0 0 00
N 1 —1
:>y,zfrei,a::—y Z:> zB. tM = 0 |,t?® 1
-2 1
A3 = —1
-3 -3 =310 -3 -3 =310 -3 -3 =310
ol o 3 o|o|& 0 3 olo 0 3 olo
-2 6 3 6 —1 0 -3 010 0 0 00
1
:>y:O,zfrei,x:—z:>t(3): 0
—1
2 0 0 1 -1 1
= D= 0 2 0|,7T= 0 1 0
0 0 -1 -2 1 -1
y(t) = Ta(t), 2;(t) = ;e i =1,2,3
1 —1 1
= y(t) = c1e* 0 | +coe® 1| +cse 0
-2 1 —1
0 1 -1 1 el
y0)=1 2 | =T=(0) = 0o 1 0 ¢ | — Gausselimination:
3 2 1 -1 cy
1 -1 1 1 -1 110 1 -1 1
ol o 1 of2/"& 0 1020 10
-2 =2 1 -1 —-1/0 -1 1|3 0 01
= c3=0,c0=2,¢c0 =—3
1 1 5 5
= y(t) = —3e* 0 | +2¢* 1| +5e! 0 |=¢€* 2 | +e! 0
-2 1 —1 -5

Bitte wenden!



)

d)

a)

b)

Grenzwertbetrachtung: wenn ¢ — oo, folgt:

y1(t) — oo (ausser ¢; — ca = 0), ya(t) — 00 (ausser co = 0), y3(t) — oo (ausser ¢y — 2¢; =
0)

Damit lim;_,, y;(t) = 0 fiir ¢ = 1,2, 3 gilt, miissen also ¢; —cy = 0, = 0und ¢ —2¢; =0
gelten, d.h. c; = co = 0. c3 ist dabei beliebig.

0 C3
z(0)=1]1 0 | = y(0)=Tz2(0)= 0 |, mitcg € R.
C3 —C3

det (A*xA'") ; oder

det (Axtranspose (A)) ;

Das Vergessen der  oder das Einsetzen von T ist falsch. Das Semikolon am Ende ist aber
fakultativ.

Sei p1(z), pa(x) € Py und A\, Ay € R. Dann gilt:

F(Mip1(x) + Aopa(x)) = z(Aip1 + Aop2)'(z) — (Mip1(z) + Aapa(z))
= A (2p)(z) — p1(x)) + Ao (xpy(x) — po(x))
= MF(p1(2)) + Ao F (p2())

Also ist F linear.

—1 0

0 0

FWlg =l =| F@)s, =005 = |
0 0

0 0

2 _[.2 _ 0 3 . 3 - 0
[F(@?)] 5 = [2°]s, = X [F(a?)] 5 = 2275, = .
0 2

Folglich ist die Darstellungsmatrix von JF beziiglich Basis B;:

o O O O
S = O O
N O O O

Siehe nachstes Blatt!



c)

o O O O

N O W W

N O W w O O O O




