Projekt: Winkelschtzung fir Triangulierungen

Vorlesung “Lineare Algebra und Numerische Mathematik”

19. Februar 2014
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Abbildung 1: Ein Dreiecksnetz zur Vermessung der Schweiz

Dieses Projekt baut auf dem Projekt “Netzglattung in MATR’Aauf, das bereits publiziert
worden ist. Aus diesem Projekt werden benotigt:

e Das Konzept eines planaren Dreiecksnetzes, siehe [1, Def. 1
e Die MATLAB-Datenstruktur, die ein planares Dreiecksne¢gsthreibt,

e Funktionen, die die Kanten eines Netzes berechnen.

(Planare) Dreiecksnetze waren und sind fur die Vermessongrosser Bedeutung, insbeson-
dere vor der Entwicklung der lasergestitzten Entfernomggsung, denn bis dahin liessen sich
Entfernungen nur sehr grob bestimmen, Winkel jedoch viebger. Siehe dazu den entspre-
chenden Wikipedia-Artikel. Insbesondere C.F. Gauss waeraier Pioniere des Einsatzes von
Dreiecksnetzen zur Vermessung. Gauss war Ubrigens auétrfiteder der Methode der klein-
sten Quadrate, siehe dazu den Wikipedia-Artikel, die inohibgt 3.9 der Vorlesung eingefuhrt
worden ist und in diesem Projekt eine grosse Rolle spieled: wi
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Die Grundlagen seines Verfahrens hatte Gauss schon 179%emvAn 18 Jahren

entwickelt. Basis war eine Idee von Pierre-Simon LaplameBétrage von Fehlern
aufzusummieren, so dass sich die Fehler zu Null addierens$Gaahm stattdes-
sen die Fehlerquadrate und konnte die kiuinstliche Zustzerung an die Fehler
weglassen.

Gauss benutzte dann das Verfahren intensiv bei seiner ¥sung des Konigreichs
Hannover durch Triangulation. 1821 und 1823 erschien digiteilige Arbeit so-
wie 1826 eine Erganzung ziiheoria combinationis observationum erroribus mi-
nimis obnoxia€Theorie der den kleinsten Fehlern unterworfenen Kommnater
Beobachtungen), in denen Gauss eine Begrindung liefernt&pweshalb sein
Verfahren im Vergleich zu den anderen so erfolgreich wae: lethode der klein-
sten Quadrate istin einer breiten Hinsicht optimal, alssbeals andere Methoden.

Gegeben ist dinzidenzinformatiozu einem planaren Dreiecksnetz, also die Information, wel-
che Knoten zu welchen Dreiecken (jeweils nummeriert vonsiNbibzw. M) gehoren. Diese
Inzidenzinformation ist enthalten in eingf x 3-Matrix T, deren Zeilen jeweils die drei Num-
mern der Eckpunkte eines Dreiecks enthalten, siehe [1].

Gemessen werden nun alle Winkel der Dreiecke des Netzekissien sich ebenfalls in einer
M x 3-Matrix M abspeichern, wobei die Zeilen wiederum den Dreiecken egtthpn und der
k. Eintrag derj. Zeile (¢ € {1,2,3},j € {1,..., N}) den Innenwinkel reprasentiert, der dem
k. Eckpunkt des Dreiecks gegenuber liegt.

1. Schreiben Sie eine MATLAB-Funktion
function W = meshangles(x,y,T)

die die Winkel des durch das Trip@l,y,T)  beschriebenen planaren Dreiecksnetzes berech-
net und in dem oben angegebenen Format in der M#teakspeichert. Wie ir[1] enthalten die
Spaltenvektorer, y der LangeN die x;- undx,-Koordinaten der Knoten des Netzes, wahrend
die M x 3-Matrix T die Inzidenzinformation Ubergibt.

Listing 1: Berechnung der Winkel im Dreiecksnetz

function W = meshangles(x, y, T)
% MATLAB project "Winkelschaetzung", Task 1:

% Given a triangular mesh and the set of vertices, we compute t he
% angle matrix associated with that triangulation. To do so, we use
% simple trigonometric relations. Namely, we use that the co s of an
% angle between two vectors v and w is given as a

% dot(v,w)/(norm(v) * norm(w))

W = zeros( size(T));

% Vectorized implementation, making use of MATLAB'’s capabi lity to
apply

% functions to vector components

al = [X(T(, 2)) - x(TC, 1)) ¥(TC, 2)) - y(TC, D)L

az = [X(TC, 3)) - x(TC, 2)) (TG, 3) - ¥(TC, 2)I;
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a3 = [X(TC, 1)) - x(TC, 3)) ¥(TC, 1) - y(TC, 3)I;

% Compute length of edges in a vectorized fashion

1 = sqgrt(al(;,1).”2+al(:,2)."2);

2 = sqrt(az(;,1)."2+a2(:,2)."2);

I3 = sqrt(a3(;,1)."2+a3(:,2)."2);

% Note that a third argument to 'dot’ selects whether the Eucl idean
% inner product of rows or columns of a matrix should be formed

W(, 1) = acog- dot (al,a3,2)./I1. *[3);

W(, 2) = acog- dot(al,a2,2)./I1. *[2);

W(, 3) = acog- dot(a3,a2,2)./13. *[2);

2. Implementieren Sie eine MATLAB-Funktion
function Vb = getinteriorNodes(T) ,

die aus der inT Ubergebenen Inzidenzinformation fur ein planares Rieretz die Index-
nummern der Knoten im Innern des Netzes (also nicht auf denu)Raerechnet und in dem
SpaltenvektoWb zuriickgibt. Der Rand eines Netzes ist definiertin [1, Dgf. 2

Hinweis: Die Funktionprocessmesh aus|[1, Teilaufgabe 1] leistet gute Dienste. Wenn lhnen
die Implementierung vogetinteriorNodes nicht gelingen sollte, dann steht auch eine
verschlusselte Version getinteriorNodes.p zum Download bereit.

Listing 2: Bestimmung der Indices von Netzknoten auf demdRan

function Vb = getBdNodes(T)

% MATLAB project “Winkelschatzung”, Task 1:

% We want to find the indices of the boundary nodes.

% (This function is just a simple modification of processmes h.m,
% from MATLAB project II)

% Number of nodes of the mesh
N = max( max(T));
% Number of triangles of the mesh

M = size(T,1);
% Sort vertices of each triangle in ascending order
T = sort(T);

% Again, a creative use of MATLAB’s ’'sparse’

C = [T T¢2); T¢,2) T¢,3); T(:,1) T(¢,3);

% Nonzero entries of the matrix C correspond to edges.

% Entries = 1 indicate edges on the boundary.

A = sparse(C(;,1),C(:,2),ones(3 *M,1),N,N);

% Find indices of vertices belonging to edges on the boundary

[1lJ] = find(A == 1);

% The MATLAB commenand ’'union’ builds the union set of two arr ays
% Double entries are eliminated in the process

Vb = uni on(l,J);




3. Nun sind die gemessenen Winkel leider mit Messfehlern hehaind Sie sollen die
Gausssche Methode der kleinsten Quadrate anwenden, uneaus der WinkelmatrixwW
enthaltenen Werten Schatzungen fir die tatsachlicherteMder Winkel zu erhalten. Winkel
werden generell im Bogenmass angegeben.

Dazu benutzt man wie in dem einleitenden Beisgpiel zu AbstBrf).1 der Vorlesung, dass die
Winkel in der Ebene noch weitere lineare Beziehungen leritll

(W1) Die Innenwinkel jedes Dreiecks addieren sichrzu

(W2) Die Summe der an einemnerenKnoten anliegenden Winkel igtr.

Beschreiben Sie die Grosse und Strukur des Uberbestmimearen Gleichungssystems, das
der Winkelschatzung zugrundeliegt, allgemein fur eiangires Dreiecksnetz miY Knoten
und M Dreiecken. Was ist die maximale Anzahl der von Null versdaieen Eintrage seiner
Koeffizientenmatrix? Um welchen Typ von Matrix handelt eshsilaher?

Die folgende Konvention zur Nummerierung der Winkel solt 2mwendung kommen: det
Winkel im Dreieckk, also der Winkel, der dem Eckpunkt gegeniber liegt, hat die Nummer
3(k — 1) + . Dies gibt auch den Index der entsprechenden KomponenteiitkeéWektor.

Hinweis: Die Zeilen der Matrix lassen sich in drei verschiedene Kattieg einteilen, was eine
spezifische Blockstruktur der Matrix induziert.

4. Zeigen Sie, dass die Koeffizientenmatrix aus der vorhergddre Teilaufgabe maximalen
Rang hat.

Hinweis: Hinschauen! Es reicht bereits, nur einen Block der Matribetrachten.

5. Implementieren Sie eine MATLAB-Funktion
function A = angleestmat(T) ,

die die Koeffizientenmatrix des Uiberbestimmten linearé&gidBungssystems aus Teilaufgabe 3
berechnet. Dabei wird die Inzidenzinformation fur dasple@ Dreiecksnetz il Ubergeben.

Hinweis. Das Netz kann sehr viele Dreiecke und Knoten enthalten.egsen Sie daher nicht,
die Matrix effizient abzuspeichern. Die FunktigatinteriorNodes ist hier sehr nutzlich.

Listing 3: Berechnung der Koeffizientenmatrix des tUbetibeaten Gleichungssystems fur die
Winkelschatzung im Dreiecksnetz

function A = angleestmat(T)
% MATLAB project "Winkelschaetzung", Task 5:

% We build our matrix from three blocks. The first block is sim ply
the

% identity matrix. The second block relates all of the angles which

% belong to a triangle and should sum up to m, SO it is a block

% diagonal matrix, with blocks [1 1 1] on the diagonal. The thi rd
block
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% corresponds to all of the inner vertices. The sum of angles a t the
% inner vertices is 2 *pi, so we have to find all of the appropriate
% angles related to that inner vertex.

N = max( max(T)); % Number of nodes

M = size(T, 1), % Number of triangles

% Buidling the second block using MATLAB’s ’'sparse’ command

B2 = sparse(reshape(repmat(1:M, 3, 1), 3 *M, 1), (1:3 *M),
ones(3 *M,1), M, 3 *M);

% Building the third block

% MATLAB’s ’'setdiff-command finds the indices of nodes NOT on the
% boundary (interior nodes)

inner = setdi ff( 1:N, getBdNodes(T) )’;

% These column vectors contain the row and column indices of t he
% nonzero entries of the third block of the matrix. They are us ed to
% build this block using MATLAB’s ’'sparse’ command.
|_idx = []; J_idx = [];
for k=1:M
% For the k-th triangle the row indices are just the numbers of
% its vertices
|_idx = [Lidx;T(k,:)];
% The column indices are the numbers of its angles
J idx = [J idx; 3 * (k-1)+[1;2;3]];
end
% Build third block. Note that nodes on the boundary are still
% taken into account
B3 = spar se(l_idx,J_idx,ones(3 *M,1),N,3 *M);
% Now drop all rows corresponding to nodes on the boundary
B3 = B3(inner,:);

% Assembling the whole matrix
A = [speyd3*M); B2; B3];

6. In der Dateisamplemesh.dat  (einzulesen mit denbad -Kommando von MATLAB)
stehen die Daten fur ein planares Dreiecksnetz in Form dpsel$(x,y,T)  (vgl. Teilaufgabe

1) zur Verfugung. Berechnen Sie fur dieses Netz die KoafienmatrixA des Giberbestimmten
linearen Gleichungssystems aus Teilaufgabe 3 und die Kmftenmatrix der zugehorigen
Normalengleichungen, siehe Formel (3.9.2.B) aus der %arlg. Visualisieren Sie mit Hilfe
des MATLAB-Kommandosspy() die Struktur der beiden Matrizen, also die Lage der von
Null verschiedenen Eintrage. Was beobachten Sie?

Hinweis. Die Ausgabe despy -Kommando fiir die beiden Matrizen ist in Abbilduing 2

7. (Schwierig!) Wenn man samtliche Winkel eines Dreiecksegtkennt, dann kann man im
Prinzip dessen Geometrie bis atfinlichkeit rekonstruieren. Algorithmisch kann man so-vor



spy-plot der Koeffizientenmatrix spy-plot der Matrix der Normalengleichungen
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Abbildung 2: Teilaufgabe 6: Besetzungsmuster der Matrdesunterbestimmten Gleichungs-
systems (links) und der zugehorigen Normalengleichur{gechts) fur das Beispielnetz aus
samplemesh.dat

gehen, dass man mit dem ersten Dreieck beginnt, die Pasitieon zwei Eckpunkten al(%)
und ((1)) fixiert und dann den die Lage des dritten Eckpunkts ausrechAnschliessend besucht
man alle Kanten, und, wenn eine von diesen nicht auf dem Ragt] dann, Uberprift man,
ob das Nachbardreieck bereits konstruiert ist. Wenn natdutn wird dessen Lage bestimmt
und die Position der entsprechenden Knoten gesetzt. Dauthieman alle Kanten des neuen
Dreiecks, usw. . Der Algorithmus beruht also &ékursion.

Implementieren Sie eine MATLAB-Funktion
function [x,y] = constructmesh(T,W) ,

die die Geometrie eines planaren Dreiecksnetzes (bislmifchkeit) aus der Inzidenzinforma-
tion in T und der Winkelinformation i'wwbestimmt. Die berechneten Koordinaten der Knoten
sollen inx undy zuriickgegeben werden.

Hinweis. Zur Implementierung der Rekursion in MATLAB benotigen 8mch eine Hilfsfunk-
tion. Ausserdem ist auch hier die Funktiprocessmesh aus [1, Teilaufgabe 1] wieder sehr
natzlich, denn sie liefert auch Information daruiber weldKanten auf dem Rand liegen und
welche Dreiecke einer Kante benachbart sind.

8. Zu dem Dreiecksnetz asamplemesh.dat  enthaltW.dat gemessene Winkel und die
DateiWexact.dat  die (bis auf Rundungsfehler) exakten Winkel. Fuhren 8rebEide Da-
tensatze die Rekonstruktion der Geometrie des Netzes itfetwdn constructmesh  durch
und visualisieren Sie das Ergebnis mit Hilfe der MATLAB-tion triplot  , wie in [1, Li-
sting 1]. Implementieren Sie dazu ein MATLAB-Skrigssamplemeshes.m

9. Benutzen Sie nun die Methode der kleinsten Quadrate, umeuim §V.dat enthaltenen
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Information die Winkel zu schatzen. Dazu konnen Sie rigtiidie Funktionangleestmat
aus Teilaufgabe 5 verwenden.

Sobald Sie uUber die geschatzten Winkel verfiigen, kirsie auch mit deren Hilfe die Geo-
metrie des Netzes rekonstruieren. Beispiele fur dreimekaierte Dreiecksgitter sind in Abbil-
dung3 gegeben.

Abbildung 3: Rekonstruierte Dreiecksgitter: aus exakteimk&in (links), aus den gemesse-
nen Winkeln direkt (Mitte), aus der Kleinste-Quadrate-&ezhng fur die gemessenen Winkel
(rechts).

Erweiterung: Kleinste-Quadrate-L 6sung mit exakten Nebenbedingungen

Es stellt sich heraus, dass eine gute Rekonstruktion desdBsgitters eher dann moglich ist,
wenn die Bedingunge(\W1) und (W2) fur die verwendeten Winkel mit hoher Genauigkeit
erfullt sind. Daher wollen wir jetzt diese Bedingungenverayen und gleichzeitig die gemes-
senen Winkel beruicksichtigen.

Wir verwenden dazu die spezielle MATLAB-Funktionll  deren Funktion in der MATLAB-
Hilfe wie folgt beschrieben wird:

The columns oZ = null(A) form an orthonormal basis for the null space of
A obtained from the singular value decomposition. Tha&+Z has negligible ele-
ments size(Z,2) is the nullity of A, andZ’ *Z = 1I.

Dabei wird unter “nullity” die Dimension des Kerns vanverstanden. “Singular value decom-
position” ist ein komplexes numerisches Verfahren, de&ssprechung uber eine Grundvor-
lesung weit hinausgeht. Die Funktiowll kann natirlich wegen der unvermeidlichen Run-
dungsfehler den Kern nur in einer Naherung bestimmen.

Nun wollen wir erarbeiten, wie man eine Kleinste-Quadiateung fur die Winkel findet, die
(W1) und(W2) exakt (im Rahmen der Computerarithmetik) erfullt.

10. Zunachst Uberlegen wir uns, ob die Nebenbedingur(y¢h) und (W2) Uberhaupt noch
Freiheitsgrade Ubriglassen, um die gemessenen Winketricksichtigen. Dazu erinnern wir
uns an derEulerschen Polyedersatir planare Dreiecksnetze, deren Rand ein einziger ge-
schlossener Polygonzug ist:

t{Knoten} — ¢{Kanter} + ¢{Dreieckg =1 . (1)

Hier bedeutet das Symbgldie Anzahl der Elemente einer Menge. Sie sind eingeladesedie
uberraschende Formel einmal durch Nachzahlen fur eefgplanare Dreiecksnetze zu verifi-
zieren.


http://de.wikipedia.org/wiki/Eulerscher_Polyedersatz

Schliessen Sie nun aug (1), dass die AnZaller Gleichungen fiir die Innenwinkel, die durch
(W1) und (W2) impliziert wird, kleiner ist als die Gesamtzahl der Innenikel. Driicken Sie
dazu zuersf{ durch geeignete Anzahlen geometrischer Objekte im Drerestz aus.

11. Wir schreibenw ¢ R*M fiir einen Spaltenvektor, der die Innenwinkel des Dreiaekzes
(in einer geeigneten Anordnung) enthalt. Dann lassen dietBedingungerfW1) und (W2)
formal ausdriicken durch

Cw = V¢  mit geeigneter Matrix/Vektor C € RE3Y ¢ ¢ RE | (2)

Ubringens, diese Matri&€ war auch schon ein Teil der in Teilaufgabe 5 berechneteniies
uberbestimmten linearen Gleichungssystems.

Wir nehmen nun an, dass uns eine Orthonormalbasisien(C) zur Verfugung steht, be-
schafft etwa durch die MATLAB-Funktiomull . Die Vektoren der Orthonormalbasis von
Kern(C) bilden die Spalten der Matriz € R*-Z mit geeigneteni, < K, L := dim Kern(C).

Begriinden Sie, warum sich jeder “Winkelvekteor'c R3M, der(W1) und(W2) geniigt, schrei-
ben lasst alsv = w, + Zv mit einem Vektorv € RY, wennCw, = c.

11a.Wie kann man mit Hilfe der MATLAB-Funktiomr eine geeigneten Vektev,, wie in der
vorherigen Teilaufgabe definiert, berechnen?

12.Der Vektorb € R3M enthalte nun die gemessenen Winkel. Dann iskdiginste-Quadrate-
Losungw* € R3M fiur das Problem der Winkelrekonstruktion mit exakter Basichtigung
von (W1) und(W2) gegeben durch den Vektor

*

w* = argmin {||lw —Db|}.
weR3M  Cw=c

Dabei bedeutet die Notation “argmin” die Auswahl desjeni§fektors, der den Ausdruck in
den geschweiften Klammern minimal werden lasst.

Zeigen Sie, dasw* erhalten werden kann aig* = Zv*, wobei

v* = argmin{||Zv + wo — b||} . (3)

veRL

13.Aus (3) lesen wir ab, dass' die Kleinste-Quadrate-Ldsung eines tUiberbestimmteralien
Gleichungssystems ist. Was sind die Matrix und der Recbie-&ektor dieses Gleichungssy-
stems?

Hinweis: Repetieren Sie Satz 3.9.3.B aus der Vorlesung.

14.Schreiben Sie nun eine MATLAB-Funktion
function W _star = angleestconstrained(T,W)

die die Inzidenzinformation zu dem planaren DreiecksnetZ bekommt und die gemesse-
nen Winkel inW Die Datenformate sind wie in den Teilaufgaben 5 bis 7. Diak&on soll
die geschatzten Winkel, di@V1l) und (W2) exakt erfullen, in derM x 3-Matrix Wstar
zurtickgeben.



Hinweis: Man erinnere sich daran, dass in MATLAB deOperator auch Kleinste-Quadrate-
Losungen berechnet. Naturlich kann (und soll) die Forktiull  verwendet werden.

15.Bearbeiten Sie den Auftrag aus Teilaufgabe 8 nun fur dielggzten Winkel, di¢w1) und
(W2) exakt erfullen.
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