D-MATH Lineare Algebra und Numerische Mathematik HS 2013
Prof. R. Hiptmair

Serie b

Notation: Fiir eine quadratische Matrix A sind die Potenzen AF definiert durch das k-fache Ma-
trixprodukt:

k Faktoren

1. (Online-Aufgabe) Seien A, B € R™" gegeben fiir ein n > 3, n € N. Kreuzen Sie an, wel-
che der folgenden Aussagen richtig bzw. falsch sind. Versuchen Sie fiir die falschen Aussagen
Gegenbeispiele zu finden. Geben Sie diese an.

1. Wenn die Spalten 1 und 3 von B identisch sind, so stimmen auch die Spalten 1 und 3 von
AB iiberein.

(a) Richtig.

(b) Falsch.

2. Falls die Zeilen 1 und 3 von B iibereinstimmen, so sind auch die Zeilen 1 und 3 von AB
identisch.

(a) Richtig.

(b) Falsch.

3. Falls die Zeilen 1 und 3 von A iibereinstimmen, dann stimmen auch die Zeilen 1 und 3 von
AB iiberein.

(a) Richtig.

(b) Falsch.

4. (AB)? = A’B?
(a) Richtig.

(b) Falsch.

Bitte wenden!



Seien A € R™™ und B € RP fiir n, m,p, q € N gegeben. Kreuzen Sie an, welche der folgenden
Aussagen richtig bzw. falsch sind.

5. Falls A2 definiert ist, so ist A zwangsliufig eine quadratische Matrix.
(a) Richtig.

(b) Falsch.

6. Falls die Produkte AB und BA beide definiert sind, so sind A und B quadratische Matrizen.
(a) Richtig.

(b) Falsch.

7. Falls AB und BA definiert sind, miissen AB und AB quadratische Matrizen sein.
(a) Richtig.

(b) Falsch.

8. Falls AB = B, dann gilt A =1, wobei I die zugehorige Identitétsmatrix bezeichnet.
(a) Richtig.

(b) Falsch.

Siehe nichstes Blatt!



2.

3.

Sei
1 5 0 2 31
A—(2 3>,B—<0 1) undC—(O 0).

a) Addieren Sie AB zu AC und vergleichen Sie das Ergebnis mit A (B + C). Was stellen Sie
fest?

b) Multiplizieren sie A mit BC. Multiplizieren Sie auch AB mit C. Was stellen Sie beim
Vergleichen der beiden Resultate fest?

(i) Wir betrachten die folgenden Matrizen

11 0 1
A_<O 2) asnd B_<1 0).
a) Berechnen Sie (A + B)(A — B) und A? — B2,
b) Warum stimmen die beiden Ergebnisse aus a) nicht iiberein?

¢) Finden Sie zwei 2 x 2 Matrizen C und D, sodass

(C+D)(C-D)=C?-D>%
(if) Wir betrachten die Matrizen

1 2 1 0
A<O 0> and B<3 0).

Zeigen Sie, dass (A + B)(A + B) nicht mit A2 + 2AB + B? iibereinstimmt. Schreiben Sie
die allgemein giiltige Rechenregel auf fir A, B € R™",n e N:
(A+B)(A+B)=A?+__ +B%

. Betrachten Sie die Matrizen (Vektoren sind n x 1-Matrizen!)

1 -3 5 3 4 0 1
A=1{0 2 3]1,B=1[5 6],x=1] 2 andy=1 3
-1 -2 1 7 8 -3 -2

Berechnen Sie folgende Matrixprodukte, sofern sie definiert sind. Falls die Produkte nicht de-
finiert sind, geben Sie eine Begriindung an, weshalb sie nicht definiert sind.

AB, BA, Ax, AQ, B2, yX, yTx, XyT, BTy7 yTB.

. Betrachten Sie eine n x n Matrix A und die n x n Identitdtsmatrix I,,. Wir definieren die Matrix

A; durch A;: = A —1,,. A* kann somit wie folgt berechnet werden:

APV = (I, +A)F =1, + (T)Al—i- <’;>A§+...+ <Z)A’f. (1)

Betrachten Sie nun den Spezialfall

S = N
— W

Bitte wenden!



a) Zeigen Sie, dass in diesem Fall gilt A¥ = 0 fiir k > 3.

b) Berechnen Sie A'?) indem Sie Formel (1) verwenden.

(i) Erstellen Sie in jeder der folgenden Aufgaben eine MATLAB-Funktion, welche fiir eine

gegebene natiirliche Zahl n die jeweilige diinnbesetzte Matrix resp. sparse Matriz erstellt.

a) Erstellt eine n x n diinnbesetzte Matrix, deren nicht-null Eintriige die Form des Buch-
stabens Z bilden, wobei die Eintriige wie folgt lauten:

a; =1, firj=1,...,n
a5 n41—j :j, fuI‘j = 1,...,n
an;=mn, firj=1,...,n.

Alle anderen Eintrige der Matrix sind gleich 0.
function Z = ZShaped( n )

b) Erstellt eine n x n diinnbesetzte Matrix, deren nicht-null Eintrége die Form des Buch-
stabens X bilden, wobei die Eintrige wie folgt lauten:

aj; =2, firj=1,...,n

Ajnt+1—5 = 2, flir j = 1, ey N

Alle anderen Eintrége der Matrix sind gleich 0.
function X = XShaped( n )

c) Erstellt eine n X n diinnbesetzte Dreibandmatrix, mit den folgenden Eintriigen

ajjzl, fuI‘]:l,,’l’L
aj+1,j:2, fiirj:l,...7n—1
aj+2_,j:3, furj:1,7n—2

Alle anderen Eintriage der Matrix sind gleich 0.

function T = ThreeBand( n )

11111 2000 2 10000
00020 02020 21000
00300 00200 32100
04000 02020 03210
55555 2 000 2 00321
(a) Z-féormige Matrix (b) X-férmige Matrix (¢) Dreibandmatrix

Abbildung 1: Beispiele fiir die Matrizen aus Aufgabe 6.(i).a)-c), wobei n=5

Hinweis: Benutzen Sie das MATLAB-Format sparse, um die Matrizen zu erstellen. Fiir
mehr Informationen benutzen Sie die MATLAB-Hilfe (help sparse oder doc sparse).

(ii) Betrachten Sie die drei diinnbesetzten Matrizen genauer, welche im Teil (i) der Aufgabe
eingefiihrt wurden. Untersuchen Sie, welche dieser Matrizen durch Multiplikation mit sich
selbst wieder eine diinnbesetzte Matrix ergibt.

Siehe nichstes Blatt!



(iii) Implementieren Sie fiir jede der drei Matrizen aus (i) eine MATLAB-Funktion, welche das
Matrix-Vektorprodukt der jeweiligen Matrix mit einem Spaltenvektor x € R™ fiir ein
n € N als Eingabe berechnet. Beachten Sie dabei, dass wir das Matrix-Vektorprodukt
realisieren mochten, ohne dass die Matrix selbst aufgestellt wird. Als Ausgabe der MATLAB-
Funktion soll der Spaltenvektor y = Ax zuriickgegeben werden. Zu schreiben sind somit
die folgenden MATLAB-Funktionen:

function xz = MultiplyZShaped(x),
function xx = MultiplyXShaped(x)

und

function xt = MultiplyTridiagonal(x).

Informationen:
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