D-MATH Lineare Algebra und Numerische Mathematik HS 2013
Prof. R. Hiptmair

Serie 8

Fiir die MATLAB -Aufgaben dieser Serie finden Sie zugehorige Templates im komprimierten Ordner
MatlabTemplatesO8 auf der Vorlesungshomepage. Weiter enthélt der Ordner Beispiele fiir Ein- und
Ausgaben der MATLAB -Funktionen, welche Sie zum Testen Threr MATLAB -Programme verwenden
kénnen.

1. Gegeben sei eine natiirliche Zahl n. Anhand von n Messungen der skalaren Grosse « haben wir n
(leicht verschiedene) Messwerte my, ma,. ..,m,, fiir « erhalten aus denen wir durch Losen eines
iiberbestimmten linearen Gleichungssystems im Sinne der kleinsten Quadrater eine Schitzung
fiir z erhalten wollen.

a) Repetieren Sie den Abschnitt 3.9 der Vorlesung iiber die Kleinste-Quadrate-Losung von
iiberbestimmten linearen Gleichungssystemen.

b) Stellen Sie das iiberbestimmte lineare Gleichungssystem fiir das vorliegende Problem auf.
c) Stellen Sie die zugehorigen Normalengleichugen gemiiss Satz 3.9.2.A der Vorlesung auf.

d) Bestimmen Sie die Kleinste-Quadrate=Ldsung geméss Definition 3.9.2.C und interpretieren
Sie das Ergebnis.

2. Diese Aufgabe ist eine versteckte lineare Regression wie in dem Beispiel aus Abschnitt 3.9.2
der Vorlesung. Auf den ersten Blick scheint die Aufgabenstellung nicht auf ein iiberbestimmtes
lineares Gleichungssystem zu fiithren, doch dann kommt die Umkehrfunktion der Exponential-
funktion zu Hilfe!

Wir betrachten die Funktion f(¢) = ae”? mit unbekannten Parametern o > 0, 3 € R. Gegeben
sind Messwerte (t;,y;), i =1,...,n, n € N, n > 2. Wir wollen nun «, 8 € R derart bestimmen,
dass f(t) die Bedingungen

f(ti)zyi>0,i:1,...,n, (1)
“bestmdoglichst” (im Sinne der kleinsten Quadrate) erfiillt.
a) Welches iiberbestimmte nichtlineare Gleichungssystem ergibt sich zunichst aus (1)?

b) In welches iiberbestimmte lineare Gleichungssystem lésst es sich transformieren?

Hinweis: Verwenden Sie die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion.

c) Stellen Sie die Normalengleichungen gemiiss Satz 3.9.2.A aus der Vorlesung zu dem iiber-
bestimmten lineare Gleichungssystem aus der vorhergehenden Teilaufgabe auf.

d) Implementieren Sie eine MATLAB -Funktion
function [alpha,beta] = ExpoFuncFit(t,y)

Bitte wenden!



die in den gleichlangen Spaltenvektoren t und y die Daten (t;,y;) entgegennimmt und eine
Kleinste-Quadrate-Schitzung von « und S zuriickgibt.

Hinweis. Sie konnen mit dem Code 3.9.1 linearregression.m aus der Vorlesung begin-
nen und ihn geeignet modifizieren.

3. Auch in dieser Aufgabe geht es wieder um die Bestimmung von Parametern aus Messwerten
mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate aus Abschnitt 3.9 der Vorlesung. Die Parameter
sind hier nicht unmittelbar in der Aufgabenstellung bezeichnet.

Sei die Funktion f(x) gegeben als Linearkombination der Funktionen
g(z) =2 und go(z) = 27",

Anhand von Messungen wurde festgestellt, dass der Graph von f(x), gegeben durch
Graph(f) == {(z, f(x)) : @ € R},

durch folgende Punkte der (z,y)-Ebene verlduft:

x| -2 -1 0 1 2
yi | -8 —4 -2 4 12

a) Auf welches iiberbestimmte lineare Gleichungssystem fiihrt die Schéitzung von f?7
b) Was sind die zugehérigen Normalengleichungen geméss Satz 3.9.2.A der Vorlesung?

c) Verwenden Sie die Kleinste-Quadrate-Methode um f(z) aus den Massdaten zu bestimmen.

4. Diese Aufgabe beschéftigt sich mit einer Anwendung der Kleinste-Quadrate-Ldsung eines iiber-
bestimmten linearen Gleichungssystems (Abschnitt 3.9 der Vorlesung, Definition 3.9.2.C) auf
ein Schéitzproblem aus dem Vermessungswesen.

Sei n € N gegeben. Fiir n gegebene Punkte auf einer geraden Strasse mit Positionen p; € R
fir i € {1,...,n} mit py < p2 < ... < p, sind folgende Abstinde (moglicherweise ungenau)
vermessen worden:

pi_pj:dija for 1 <j<i<n,

siehe Abbildung 1
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Abbildung 1: Lage der Messpunkte und Definition der Absténde d;; fiir Aufgabe 2

Das Problem (P) besteht darin, die Positionen po, ..., p, der Messpunkte aus den gegebenen
Abstandsdaten mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate zu bestimmen

a) Wie viele Gleichungen bzw. Werte fiir d;; sind gegeben?

b) Geben Sie die in Teilaufgabe (a) beschriebenen Gleichungen an, d.h. formulieren Sie das
iiberbestimmte lineare Gleichungssystem Ax = b mit einer geeigneten Matrix A und
Rechte-Seite-Vektor b.

Siehe nichstes Blatt!



)

d)

Bestimmen Sie Kern(A). Interpretieren Sie das Ergebnis und beschreiben Sie die Konse-
quenzen fiir eine Kleinste-Quadrate-Losung (siehe Satz 3.9.2.E). Schlagen Sie eine Modi-
fikation des Problems (P) vor, die eine eindeutige Kleinste-Quadrate-Losung der modifi-
zierten Problemstellung garantiert und geben Sie das zugehorige {iberbestimmte lineare
Gleichungssystem an.

Stellen Sie die Normalengleichungen fiir den Fall n = 5 und das modifizierte iiberbestimmte
lineare Gleichungssystem aus der vorherigen Teilaufgabe die Normalengleichungen auf.
Erstellen Sie eine MATLAB -Funktion

function p = RoadLengths(D),

welche als Eingabe die Messwerte d;; erwartet (gespeichert in der n x n oberen Dreiecks-
matrix D) und daraus die Losung des modifizierten Problems aus Teilaufgabe (c¢) im Sinne
der kleinsten Quadrate berechnet.

Hinweis: Man muss sich eine klares Nummerierungsschema fiir die Zeilen der Koeffizien-
tenmatrix des iiberbestimmten linearen Gleichungssystems iiberlegen.

5. In dieser Aufgabe geht es um eine Umformulierung der Normalengleichungen (3.9.2.B) zu einem
iiberbestimmten linearen Gleichungssystem.

Fiir n, m € R betrachten wir eine Matrix A € R™™ mit n > m und rank(A) = m. Weiter sei
ein Rechte-Seite-Vektor b € R™ gegeben.

a)

b)

Zeigen Sie, dass gilt: x € R™ 16st die Normalengleichungen AT Ax = ATb genau dann,
wenn es einen Vektor r € R"™ so gibt, dass

AT 0\ [r 0
(v DE-6) g
In welcher Beziehung steht der Vektor r aus (2) zur Kleinste-Quadrate-Losung x? Wie

bezeichnet man demnach einen solchen Vektor r. Schlagen Sie dazu in Abschnitt 3.9.3 der
Vorlesung nach.

Welchen Vorteil kann es haben, das Gleichungssystem (2) anstelle der eigentlichen Nor-
malengleichungen ATAx = ATb zu l6sen. Uberlegen Sie sich, wie dort die Normalenglei-
chungen aussehen.

Hinweis: Denken Sie an das Problem aus Aufgabe 4 (Teilaufgaben (d) und (e)) fiir eine
sehr grosse Anzahl von Messpunkten.

6. Die Methode der kleinsten Quadrate spielt auch eine grosse Rolle in der modernen Signalver-
arbeitung, zum Beispiel wenn es um das Ausmessen von Ubertragungskanélen geht.

Wir betrachten ein zeitdiskretes Signal, welches gegeben ist durch die Folge von Werten x4, ..., 2.
Diese Signale werden durch einen Ubertragungkanal (in Abbildung 2 bezeichnet mit “Channel”)
geschickt, wobei vorher und nachher “Funktstille” herrscht.

0,0, Xpm,...,x1,0,0 Yms - s Y1

Abbildung 2: Ubertragungskanal und Signale

Bitte wenden!



Leider ist der Kanal nicht perfekt, so dass sich zeitlich benachbarte Signalwerte gegenseitig
beeinflussen, ein Phinomen, das man als Ubersprechen bezeichnet. Daher besteht das am an-
deren Ende des Kanals empfangene Signal aus einer anderen Folge von Werten y1, .. ., ¥, siche
Abb. 2.

Der Zusammenhang zwischen dem empfangenen und gesendeten Signal ist ndherungsweise ge-
geben durch
yi:ﬂxi71+axi+ﬂxi+17 izla"wm» (3)

wobei wir annehmen, dass gilt g = 2,41 = 0.
Die Aufgabe besteht nun darin, die Ubersprechparameter oo und 3 aus den gemessenen Signalen

zu ermitteln und zwar durch Losen eines tiberbestimmten linearen Gleichungssystems mit der
Methode der kleinsten Quadrate aus Abschnitt 3.9 der Vorlesung.

a) Stellen Sie das iiberbestimmte lineare Gleichungssystem fiir das Schitzproblem auf.

b) Fiir welche Signale kénnen wir keine eindeutige Kleinste-Quadrate-Losung erwarten.

Hinweis: Satz 3.9.2.E der Vorlesung.

c) Schreiben Sie eine MATLAB -Funktion
function [beta, alphal = CrosstalkChannel(x, y),

welche fiir die Eingabedaten x1,..., %, und y1, ...,y , repriasentiert durch die Spalten-
vektoren x und y, die Werte fiir & und S aus (3) im Sinne der kleinsten Quadrate bestimmt.

Abgabe der Serien: Donnerstag, 21.11.2013 in der Ubungsgruppe oder bis 16:00 Uhr in den
Féchern im Vorraum zum HG G 53. Die Serien miissen sauber und ordentlich geschrieben und
zusammengeheftet abgegeben werden, sofern eine Korrektur gewiinscht wird.

Semesterprisenz: Montag, 15:15 - 17:00 Uhr, ETH Zentrum, LFW E 13. Falls keine grosse
Nachfrage besteht, warten die Assistenten maximal eine halbe Stunde. Wir bitten Sie deshalb,
bei Fragen so frith als moglich zu erscheinen.

Homepage: Hier werden zusétzliche Informationen zur Vorlesung und die Serien und Mu-
sterlésungen als PDF verfiigbar sein.
www.math.ethz.ch/education/bachelor/lectures/hs2013 /other/linalgnum_BAUG



