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Aufgabe 5.1

5.1a) Welche der folgenden Aussagen sind richtig?
(i) Die Menge aller n x n Matrizen bilden einen reellen Vektorraum.

Richtig. Die Summe von zwei n x n Matrizen A und B, also A + B ist wieder eine n x n Matrix. Ebenso verhilt es sich
bei Multiplikation mit einem reellen Faktor A\. Wir miissen alle Rechenregeln in der Definition des reellen Vektorraums
auf Seite 68 im Buch tiberpriifen:

(A1)+(A2): Wegen Satz 2.1 gilt
A+B=B+A
(A+B)+C=A+(B+C)
fiir alle n x n Matrizen A, B, C' .
— (A3): Die Nullmatrix 0 der Grosse n X n ist in der Menge enthalten und es gilt:
A+0=A4
fiir alle n x n Matrizen A.
— (A4): Die Matrix — A ist fiir alle n x n Matrizen A in der Menge enthalten und es gilt:

A+ (—A) =0.

— (Ml): Seien o und § in R und A eine n x n Matrix. Die Matrix a(8A) ist genau dann gleich (af)A, wenn alle
Eintrige tibereinstimmen. Wegen

(a(BA))ij = a(BA))i; = aB(A)i; = (aB)(A)i; = ((aB)A)i;

fiiralle 4, j in {1,...,n}, ist dies der Fall. Dafiir haben wir insbesondere die Definition der Multiplikation mit einer
Zahl auf Seite 23 gebraucht.

— (M2): Seien e und S in R sowie A und B n X n Matrizen.
Wiederum gilt (a + 3) A ist genau dann gleich « A 4+ 3 A, wenn alle Eintriige iibereinstimmen. Wegen

((a+B)A)ij = (a+ B)(A)ij = a(A)ij + B(A)ij = (aA)ij + (BA)ij = (aA+ BA)ij

fiiralle 4, j in {1,...,n}, ist dies erfiillt.
Es gilt «(A + B) ist genau dann gleich «A + aB, wenn alle Eintriige iibereinstimmen. Wegen

(a(A+ B))ij = a(A+ B)ij = a((A)i; + (B)ij) = a(A)i; + a(B)i;
= (aA)ij + (aB)ij = (@A + aB);;

fiiralle 4, j in {1, ..., n}, gilt dies ebenso.
— (M3): Offensichtlich gilt 1A = A fiir alle n X n Matrizen A.

Also bildet die Menge aller n x n Matrizen einen reellen Vektorraum.
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(i) Die Menge aller regulidren n x n Matrizen bilden einen reellen Vektorraum.

Falsch. Die Summe von zwei reguliren n x n Matrizen ist nicht immer eine reguldre Matrix. Zum Beispiel sind /,, und

—1I,, zwei reguldre n X n Matrizen, ihre Summe ist die O-Matrix, welche klar nicht regulér ist.

1 0
5.1b) Die Menge 8 +1 ; ,t € R bildet einen Unterraum von R*,
0 3
(i) Richtig. v/ (i) Falsch.

Losung: Falsch. Nehmen wir zwei Elemente aus dem Raum:

1 0 1 0
0 1 0 1
u = 0 +tuQ und v = 0 +tv2.
0 3 0 3
Addition ergibt:
2 0
0 1
utv=|, + (ty + tv) e
0 3
was nicht mehr in dem Raum liegt.
1 1
5.1c) Die Vektoren |0, |1| bilden ein Erzeugendensystem von R3.
1 1
(1) Richtig. v/ (i) Falsch.

Losung: Der R3 ist 3-dimensional. Nach Satz 4.3 (ii) konnen weniger als 3 Vektoren nicht erzeugend sein,
das heisst, die Aussage ist falsch.

5.1d) In welchen Fillen bilden die Vektoren keine Basis von R3?

1 0 0 1 1 1
@ |o], [1],]o], |1 J G o], |1
0 0 1 1 1 1

Losung: Eine Basis ist ein Erzeugendensystem, das aus linear unabhingigen Vektoren besteht. Nach Satz
4.3 besteht eine Basis im R aus genau 3 Vektoren.

(i) Die Vektoren konnen keine Basis sein, da es vier Vektoren sind.

(i1) Die Vektoren konnen keine Basis sein, da es zwei Vektoren sind.
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Aufgabe 5.2

Gegeben sei eine orthogonale Matrix A. Geben Sie die Matrizen () und R einer QR-Zerlegung von A an.

Losung: Gesucht ist eine orthogonale Matrix () und eine Rechtsdreiecksmatrix R, so dass
A=QR.

Es gilt jedoch
A=Al

und wir wissen, dass A orthogonal ist. Zudem ist die Einheitsmatrix / auch eine Rechtsdreiecksmatrix.
Also definieren wir @ := A und R := I und damit haben wir eine QR-Zerlegung von A.

Aufgabe 5.3

5.3a)  Sei V die folgende Teilmenge des R3: {[m, y,2z+y|T €R3 | z,y € R}. Zeigen Sie, dass V ein
Unterraum des reellen Vektorraumes R? ist.

Losung: V ist offensichtlich eine nichtleere Teilmengen von R3. Wir miissen also noch die restlichen
zwei Bedingungen fiir Unterrdume in der Definition auf Seite 72 iiberpriifen.

T
Wir zeigen: V = Y € R3|z,y € R} ist ein Unterraum von R? :
2+ vy
I [ xI9
e Seiena = Y1 , b= Y2 € V. Es gilt:
2z1 + 1 222 + Y2
T+ T2 T3
a+b= Y1+ Y2 = Y3 eV,
2(z1 +22) + Y1 + 2 223 + y3
wobei x3 = 1 + 22, Y3 = Y1 + Y2
e Seia wieoben, o € R:
axy Ty
aa = iy = Ya eV,
201 + o 224 + Y4

wobei x4 = axy, Y4 = ayi.
Also ist V ein Unterraum von R3.

5.3b) Istdie Menge W = {[CL’, 22+ 1,z]T eR3 |z € ]R} auch ein Unterraum von R3? Begriinden Sie
Ihre Antwort.

Losung: W ist offensichtlich eine nichtleere Teilmengen von R3. Wir miissen also noch die restlichen
zwei Bedingungen fiir Unterrdaume in der Definition auf Seite 72 iiberpriifen.
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X1 X9
Seiena = [2x1 + 1|, b= [222+ 1| € W. Dann gilt:
T T2

r1 + T2
a+b=|2(x1+x2)+2| €W.
T+ X2

W ist also kein Unterraum von R3!

Bemerkung: Wenn wir zeigen wollen, dass etwas im Allgemeinen gilt, so miissen wir es fiir alle Fille
nachpriifen (wie hier bei Teilaufgabe 5.3a), wir priifen es fiir alle a,b € V und fiir alle o« € R). Wenn wir
hingegen zeigen wollen, dass etwas im Allgemeinen nicht gilt, so geniigt es ein Gegenbeispiel zu finden.
Teilaufgabe 5.3b) lisst sich somit einfacher 16sen, indem man z. B. feststellt, dass zwar v := [1, 3, 1]T ein
Element von W ist (mit 2 = 1), aber v + v = [2,6,2]” nicht in T ist (da kein 2 € R existiert, so dass
v+v=[z,2z+1,2]7).

Aufgabe 5.4

Bestimmen Sie in den folgenden vier Fillen, ob die Vektoren im R? bzw. R* linear abhingig oder linear
unabhiingig sind. Geben Sie eine Begriindung an.

e L
a) 11,1(0],]0 b) , ,
1 o 1 1 1 1
L4t - |—1] [—-1] |[O]
[1] [2] [1] f1] 1] [1] [o
c) 11,13 1,12 d) 11, 0], |-1], |1
2] [-1] [3] -1 |1 0] |0
Losung: Betrachte die k£ Vektoren a(l), ceey a® im Vektorraum V.
aW ... a® sind linear unabhiingig, falls aus z;a™") + - - - + za®) = 0 folgt, dass z1 = --- = 2, = 0
gilt. Sonst heissen sie linear abhéingig.
Somit sind die Vektoren a(!), ... a(*) genau dann linear unabhingig, wenn das zugehorige homogene
Gleichungssystem Az = 0 mit A = [a(l), ey a(k)] nur die triviale Losung = = 0 hat. Nach Korollar 1.3

ist dies dquivalent zu r = k, wobei r den Rang des Gleichungssystemes Az = 0 bezeichnet.

In dieser Aufgabe ist V = R" (mit n = 3 oder 4) und wir kénnen die Bestimmung von der linearen
Abhingigkeit mit Hilfe vom Gaussverfahren systematisieren:

Schreibe A = [aM) ... a®]. A ist eine n x k—Matrix, wobei n die Anzahl Zeilen ist. Mit dem Gauss-
Algorithmus konnen wir » = Rang A bestimmen.

Es gilt: Die Vektoren V) ..., a*) sind:

e linear unabhingig, falls r = k.

e linear abhingig, falls r < k.

Zudem konnen wir noch folgendes Resultat benutzen: Fiir einen Vektorraum V' der Dimension n gilt
allgemein (Satz 4.3 aus dem Buch): Falls £ > n, sind a®, ... a® linear abhingig.
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a)

22 0 1| 0 0] T 0 0
1 o0 olE 0 0 —1|%& 0 0 -1}
“1l-1 0 1 10 0 1 “1lo0 0 0

alsogiltk =3,r = 2.
Dar < k sind die Vektoren linear abhéngig.

Hier sieht man die lineare Abhiéngigikeit direkt, da eine Liste von Vektoren, die den Nullvektor
enthilt, linear abhéngig ist.

b)
20 2 -1 1 1 1 0
1 1 0f@Eu|l0 =3 1
11 14001
-1/-1 -1 0 0 0 0

also gilt k = r = 3. Dar = k, sind die Vektoren linear unabhéngig.

c)
Iz 1 12 o1, 12
121 3 2f|& o 5 305 3
21 2 -1 3 “1l0 -5 1 00 4
also k = r = 3, und damit sind die Vektoren linear unabhéngig.
d)
1 1 0 I 1 1 o] [t 1 1 0
11 o0 -1 1A 0 -1 -2 1|®o 1 2 1
“1l-1 1 0 o0 210 2 1 0 0 0 -3 2

alsor = 3, k = 4. Dar < k sind die Vektoren linear abhéngig.

Auch hier sieht man die lineare Abhingigkeit ohne Anwenden des Gaussverfahrens, indem man
bemerkt, dass wir k = 4 Vektoren betrachten, aber die Dimension von R n = 3 ist (k > n).

Aufgabe 5.5

Gegeben seien die folgenden Matrizen

1 2 3 1 2 12 2 4
O B R

Bestimmen Sie den Kern der Matrizen und geben sie insbesondere jeweils eine Basis des Kerns an.

Losung: Kern A ist definiert als die Losungsmenge des homogenen Gleichungssystems Az = 0. Wir
16sen also dieses Gleichungssystem mit dem Gauss-Algorithmus:

30_> 310
1

1 2 1 2
3 8 0 0 2 -810

8
= 13 = 5 € R beliebig , 72 = ; = 4s, 11 = —2(4s) — 3s = —11s.
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Damit haben wir

—11
KernA=<s| 4 seR
1
Eine Basis des Kerns ist dann trivialerweise
—11
4
1
Wir gehen analog vor fiir B:
1 210 . 1 2|0 2 — 0 _0
3 8(0 0 20|77 275N =0
Damit haben wir
Kern B = {0}.

und dieser Vektorraum hat keine Basis (sieche Bemerkung auf S. 80 im Buch).

Fiir C' erhalten wir

410
%

1 2 2 1 2 410
3 8 6 16|0 0 2 4

0

2
0

— 24 = 5 € R beliebig, 73 = ¢ € R beliebig, xo = TS = 25,21 = —4s — 2t — 2(—2s) = —2t.

Die Losungsmenge und damit der Kern ist also

-2 0
KernC =<t g) + s _02 s,teR
0 1
Die Vektoren

-2 0
0 -2
1110
0 1

bilden eine Basis von Kern C': Es ist klar, dass sie erzeugend sind, da wir jeden Vektor in der Losungsmen-
ge als Linearkombination von diesen zwei Vektoren schreiben konnen. Aufgrund der speziellen Struktur
sind sie auch linear unabhingig: Zu iiberpriifen ist ja, ob das Gleichungssystem (geschrieben als Tableau)

-2 010
0 -2|0
1 010
0 1|0

nur die Nulllosung hat. Man kann aber direkt eine Art Riickwirtseinsetzen durchfiihren und erhélt nur die
Nulllosung (vergleiche auch S. 122f im Buch).
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