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D. Devaud ; . D-MATH
A Hiltebrand Lineare Algebra fiir D-ITET, D-MATL, RW

Beispiellosung fiir Serie 7

Aufgabe 7.1
Sei V = R?, D = diag(2, 1). Wir definieren (z,y) := " Dy firz,y € V.
7.1a) Zeigen Sie, dass (z,y) in V ein Skalarprodukt definiert.

Losung: Zuerst bemerken wir, dass D = diag(2, %) = B

0 . T
11 Fur xr = 1
3 x2

und y = {yl} gilt:
Y2
T 2y1 1
(z,y) ==z Dy = [961 902] 1 = 22191 + FT2y2.
3Y2 3
Wir kontrollieren die Eigenschaften (S1)-(S3) von einem Skalarprodukt (siehe Buch, Seite 92).

(S1) i) Seiz = {Zl} :

<2
(r,y+2)=2'D(y+2) =2 Dy+z'Dz = (x,y) + (,2), firalle z,y, z € R
i) Fiiralle o € R, z,y € R? gilt:
(z,09) = 2 "D(ay) = az ' Dy = a(z,y).
(z,y) ist also linear im zweiten Faktor.

(S2) (z,y) ist symmetrisch, denn fiir alle z, y € R? gilt:

scTD_yER

(z,y) =2 Dy (z'Dy)" =y'DTx =y Da = (y,2).

Bemerkung: Fiir D nicht symmetrisch ist (z,y) = x Dy nicht mehr symmetrisch, also kein Skalar-
produkt.

(S3) (z,y) ist positiv definit, denn:

1
(z,7) =227 + gac% > 0 fiir alle € R*\{0}

(r,2) =0= 21 =292 =0, alsox = 0.
(x,y) ist also ein Skalarprodukt in V.

7.1b) Wie sieht die durch (x, y) induzierte Norm ||z || aus?

Losung: Die durch (z,y) induzierte Norm ist

1
el == /(@ %) = VaT Dz = H
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_1
7.1c) Berechnen Sie die Norm von 2 = { 32} )

|| - v - i

1

Losung: H 2

Aufgabe 7.2

7.2a) Gegeben seien die drei Vektoren
1
adV=11], a?=]=2, a®=]0].
1

Konstruieren Sie mit Hilfe des Schmidt’schen Orthogonalisierungsverfahrens aus a®, a@, a® eine or-
thonormale Basis b)), 52, () bez. des Standardskalarprodukt in R?.

1

P (1). p(1) a® 1 N _1%
Losung: Berechnung von b'\"/: b\ = Ta®] = V3 (1) =| %
0

Berechnung von b(2):

1 1
L L ==\ [z [
= =2 = |=2 1 RN (N B |
T V2 V2 2
1 1 0 0 1
=-3/V2

1 -4

= b(2) 0(2) Q _i — _f .

[EITRE] ) I

Berechnung von b®):

3 =aB® — (@®, pM)pV) — (4 b(2 p2)

a
1
! BE
= |0] — o,ﬂ
1 1 0
,1/[
1 _1 2
- i |3
’f FaEt
\/g 3
=1/V6
2 L
Lo Y VBlE| Y
le®] — 2 3] |3
3 V3
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7.2b) Finden Sie die Koordinaten x1, x2, x3 des Vektors

~N W Ot

beziiglich der in Teilaufgabe 7.2a) berechneten orthonormalen Basis b, b2 pB3) d.h.

V= :rlb(l) + :vzb(Q) + :ngb(?’).

Losung: Wir l6sen mittels des Gaussverfahrens die Gleichung

nach den Koordinaten x1, x2, x3 auf:

v =210 + 22b@ 4 2300

-1/vV/2 —-1/V/6 1/V/3 5 -1/vV/2 —=1/V/6 1/V/3 |5
1 1ve Ve 13 |3 | 0 —2/V6 2/V3]8
0 0 2/V6  1/V3 |7 -1 0 2/V6  1/V3 |7
-1/vV2 —1/v/6 1/V/3 ] 5
Eelg 96 2/v3 | 8
0 0 3/V3 |15
Durch Riickwirtseinsetzen bekommt man:
15
r3 = 3\f—5\f
25
= ff V6
m:f’”@f_l SR

Da b(l), b(2), b®) eine orthonormale Basis bilden, lassen sich die Koordinaten auch mit weniger Aufwand

finden. Denn die Matrix B =
tems x = BT w.

Durch Einsetzen der Definition der Matrix-Vektor-Multiplikation ergibt sich somit z; = b(i)Tv

(b™, b3 b®)) ist orthogonal und damit ist die Losung des Gleichungssys-

fiir 7 =

1,2, 3. Die i-te Koordinate entspricht also dem Skalarprodukt von v mit dem é-ten Basisvektor b(?).

In der Tat gilt:
z1 =(v,bM) =
T9 :(v,b@)) =
x5 =(v,b®)) =

(5,3, 7)

(5,3, 7)

(5,3, 7)




7.2¢) Losen Sie Teilaufgabe 7.2a) mit Hilfe der QR-Zerlegung in Matlab.
Hinweis: In MATLAB liefert der Befehl [Q, R] = gr (A) die QR—Zerlegung der Matrix A.

Losung:

Wir benutzen die QR-Zerlegung, um eine orthonormale Basis zu berechnen. Siehe dazu die Bemerkung
auf Seite 115 im Buch.

Wir bilden aus den Spaltenvektoren a(!), ..., a(®) die Matrix A = (a(l) a® a(S)) und wenden darauf die
QR-Zerlegung an.

Der folgende Matlab Code liefert das gewiinschte Q):

A=[-111; 1 -2 0; 01 1];
[Q,R] = qgr(A)

% Resultat fuer Q:

% -0.7071 -0.4082 0.5774
% 0.7071 -0.4082 0.5774
% 0 0.8165 0.5774

Die Spalten der Matrix () sind dann die gesuchten Vektoren.

Aufgabe 7.3

Sei V. = P3 der Vektorraum der reellen Polynome vom Grad strikt kleiner als 3. Auf V' ist durch

(pl( )P )) f p1(x) p2(z) dz ein Skalarprodukt gegeben. Bestimmen Sie eine orthonormale Ba-

2

sis von V/, indem Sle das Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren auf die Vektoren 1, x, x* anwenden.

Losung: Gegeben ist das Skalarprodukt (pl( ), p2(x )) f p1(€) p2(&) d€. Eine Basis von Ps istv; = 1,

ve = x, v3 = 22. Anwendung des Schmidtschen Orthogonahs1erungsverfahren ergibt:
’L~l,1 = V1 = 1
U1 U1 1

1
Ul = ——= = = =—-—=1
laall /(@ @) \/folld:c 1
g = vg — (U1,v2) U1 =T — 1= !
B 2
s s -3 _ T3 23 1>
u2: — = = = = = €r — —
||U2” \/(’LLQ,UQ) \/fO $_% 2 dg % 2
ity = vz — (u1,vs) ur — (ug,v3) ug
1 1 ) )
— g% (/;,;261;5)1— (/x22\/§(gg—2)daj)2\/§($—2)
0 0
1 1 1
— 2 _ 2
—x—§—1<x—§)—x —x—i—g.
U3 Uus a:z—x—i—% 1'2—.73"1‘%
u3: — = = =

lasll s, @) (22— + 1) da %

1
:6\/5(1’2—33—1—6)
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Damit haben wir die Orthonormalbasis:

1 1
up = 1,up = 2v3(z — 5), uz = 6v5(x? — 2z + 6)
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