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Beispiellosung fiir Serie 12

Aufgabe 12.1

Sei A € R™™ eine symmetrisch positiv definit Matrix.

12.1a)  Alle Eigenwerte von A sind reell.

(i) Richtig, (i) Falsch.
Losung: Folgt aus Satz 7.7.

12.1b)  Alle Eigenwerte von A sind positiv.

(1) Richtig, (i1) Falsch.

Losung: Sei \ ein Eigenwert von A und v € R" ein zugehoriger Eigenvektor. Aus Satz 7.7 erhilt man,
dass A € R. Es folgt
0 < vl Av = Mlv = \|v|)3,

und da [[v]|3 > 0, gilt A > 0.

12.1c) A ist diagonalisierbar.

(1) Richtig, (i1) Falsch.
Losung: Folgt aus Satz 7.8.

12.1d)  Sei die Matrix

-3 20
A= 2 1 0
007
Dann sind alle Eigenwerte von A reell.
(1) Richtig, (i1) Falsch.

Losung: Da A symmetrisch ist, folgt die Behauptung aus Satz 7.7.
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Aufgabe 12.2
12.2a) Gegeben sei die Matrix

A=

S =N
—_ W =
N = O

Zeigen Sie, dass A symmetrisch positiv definit ist.
Losung: Es ist offensichtlich, dass A symmetrisch ist. Es bleibt zu zeigen, dass A positiv definit ist.

Erste Variante: Fir v = |11, 79, x3)7 € R3\ {0} hat man

2 1 0f|x
a;TAx:[xl,xg,aﬁg] 1 3 1| |x2
0 1 2 I3

x1

:[2.%'1 4+ xo, 21 + 322 + X3, 22 + 21’3] To

Z3

:21'% + 2x129 + 3x% + 2xox3 + 233%
=(z1 + 932)2 + (x2 + 31:3)2 + CL'% + LL‘% + x% > 0.

Zweite Variante: Da A symmetrisch ist, kann man die Eigenwerte berechnen und zeigen, dass alle positiv
sind. Man hat

' 2-A 1 0
O=det(A—X)= 1 3—-x 1
0 12—

=2-M)(2-NDB-AN-1)-2=-)=2=XNA-=XN)(1-=-2N).

Da alle Eigenwerte von A positiv sind, folgt, dass A positiv definit ist.

Aufgabe 12.3
12.3a) Seien A und B zwei symmetrisch positiv definite n x n-Matrizen. Zeigen Sie, dass A + B symme-
trisch positiv definit ist.

Losung: Aus Satz 2.4 vom Buch folgt (A+ B)? = AT + BT = A+ B und damitist A+ B symmetrisch.
Da A und B positiv definit sind, hat man fiir x € R™ \ {0}

tT(A+ B)x = 27 Az + 27 B2z > 0,
und daher ist A 4+ B auch positiv definit.

12.3b) Eine Matrix A € R™*™ heisst negativ definit, wenn
2T Az <0,
fiir jedes = € R™ \ {0}. Zeigen Sie, dass A positiv definit ist, genau dann wenn — A negativ definit ist.
Losung: Es gilt fiir alle z € R™ \ {0}
2T (—A)x = — (2T Az).
Die Behauptung folgt dann aus
T Az > 0fiiralle z € R™\ {0} & 27 (-A)z = — (27 Az) < 0 fiir alle 2 € R™\ {0}.
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12.3¢) Seien A und B zwei symmetrische n X n-Matrizen, so dass A + B positiv definit ist. Sind A und
B positiv definit?

Losung: Nicht unbedingt. Zum Beispiel gilt fiir A positiv definit und B = —%A, dass A + B positiv
definit ist, aber B negativ definit ist.

Aufgabe 12.4

12.4a) Fiir ¢ € [0, 27| seien die Matrizen

cos(¢p) 0 —sin(¢)
T I e
sin(¢p) 0  cos(¢)

gegeben. Berechnen Sie eine Singuldrwertzerlegung von A, B und C.

Losung: Die Methode, die wir benutzen, folgt aus Satz 9.6. Sei A eine m x n Matrix (der Einfachheit
halber nehmen wir m < n an). Dann gibt es eine orthogonale m x m-Matrix U, eine orthogonale n x n-
Matrix V und eine m x n-Matrix S, so dass

A=USvT,
wobei S =[S | 0] und S = diag(sy, ..., sp) eine diagonale m x m-Matrix ist. Es folgt aus Satz 9.6 i),
dass die Zahlen s? die Eigenwerte von AA” sind. Ausserdem erfiillen die Spalten u,i=1,...,mvon
U und die Spalten v® i=1,....nvonV
Ao = s(i)u(i), 1=1,...,m,
ATy = s(i)v(i), 1=1,...,m,
Av® =, i=m+1,...,n, wennm < n.

Firi=1,...,m gilt

AT A =5, ATuD = 20
AATUD =540 = 24,
und so sind «(”) und v(? die Eigenvektoren von AA” und A” A fiir die Eigenwerte s2, beziehungsweise.

Wenn m < n hat man AT Av() = 0 fiiri = m + 1, ..., n und dann sind die v(¥) Eigenvektoren von A” A
fiir den Eigenwert A = 0.

Zusammenfassend gilt: Die Spalten von U bzw. V sind Eigenvektoren von AA” bzw. AT A.
Die obigen Uberlegungen fiihren fiir m < n zu folgendem Algorithmus zur Berechnung einer Sin-
guldrwertzerlegung:
(i) Berechnen Sie die Eigenwerte s (absteigend sortiert) und zugehorige (orthonormale) Eigenvektoren
u® von AAT € RM*m,
(ii) Seil <k <m,sodasss? > 0fiiri=1,...,kunds? =0firi=k+1,...,m
e Fiir 1 <7 < k: Berechnen Sie @ = S%_ATu(");

e Fiir k +1 < i < n: v sind (orthonormale) Eigenvektoren von AT A zum Eigenwert A = 0.
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(i) Um eine Singuldrwertzerlegung von A zu berechnen, bestimmen wir die Eigenwerte und Eigenvek-

(i)

(iii)

toren von AA”. Man hat

0 =det(AA" — \]) = 1 9_
=(2-)1%-1
=B=XN(1-=2).

Die Eigenwerte von AAT sind dann A\; = 3 und Ay = 1 und die zugehérige (normierten) Eigenvek-
toren sind
uux_vﬁ{q,u@mzvé{—q‘
2 |1 2 1
Die Eigenvektoren von A” A sind
NG 1 NG -1 V3 1
oM = 2202, 0@ = 22| of, o® = X2 1],
6 1 2 1 3 1
Es folgt dann, dass
V6o vz V3
o=[§ B s[F 0 v-|E o
Y ) 3 3
E oo Jioyz s
6 2 3

eine Singuldrwertzerlegung von A ist.

Da B quadratisch ist, kann man entweder die Eigenwerte von B’ B oder BB berechnen. Man hat

10— A 20
20 40— A

= (10 — A)(40 — ) — 400 = A(A — 50),

0 = det(BTB — AI) =

und die Eigenwerte von BT B sind A\; = 50 und Ay = 0. Die zugehdrige Eigenvektoren sind

o = V3 ey VB[-2]
5 2]’ 5 1
Die Eigenvektoren von BB sind
L0 = VIO[1] o) VI0[-=3]
10 [3)’ 10 1
Es folgt dann, dass
g Y101 =3 o [V50 0] . _ V5[l -2
10 {3 1| 0 0 512 1

eine Singuldrwertzerlegung von B ist.

Wir wissen, dass C' orthogonal ist. Da CTC = CCT = I, sind alle Eigenwerte von C*'C und CCT
1. Es folgt, dass S = I. Offensichtlich fiihrt dann

U=C,V=I,

oder
U=1,Vv=c’.

auf eine Singuldrwertzerlegung von C. Man sieht dann, dass die Singuldrwertzerlegung nicht eindeu-
tig ist.
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)

12.4b) Losen Sie a) fiir ¢ = 7 mit MATLAB.
Hinweis: Um eine Singuldarwertzerlegung zu berechnen, kann man die Funktion svd benutzen.
Losung:

Eine Singuldarwertzerlegung kann mit der Funktion svd berechnet werden. Es gilt:

A=[110,; 011];
[U,S,V] = svd (2);
U =
-0.7071 -0.7071
-0.7071 0.7071
S =
1.7321 0 0
0 1.0000 0
VvV =
-0.4082 -0.7071 0.5774
-0.8165 0.0000 -0.5774
-0.4082 0.7071 0.5774
B=[12,; 3 6];
[U,S,V] = svd (B);
U =
-0.3162 -0.9487
-0.9487 0.3162
S =
7.0711 0
0 0.0000
VvV =
-0.4472 -0.8944
-0.8944 0.4472
phi = pi/4;
C = [cos (phi) O —-sin(phi) ; 0 1 0 ; sin(phi) 0 cos (phi)];
[U,S,V] = svd (C);
U =
-0.7071 0.7071 0
0 0 -1.0000
-0.7071 -0.7071 0
S =
1 0 0
0 1 0
0 0 1
VvV =
-1 0 0
0 0 -1
0 -1 0
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Man sieht, dass hier noch eine andere Singuldrwertzerlegung fiir C' berechnet wird. Im Prinzip entspricht
U der Matrix —C und V' der Matrix — I, aber die zweite und dritte Spalten sind jeweils vertauscht.
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