Dr. V. Gradinaru Herbstsemester 2014 ETH Ziirich

D. Devaud ; . D-MATH
A Hiltebrand Lineare Algebra fiir D-ITET, D-MATL, RW

Beispiellosung fiir Serie 13

Aufgabe 13.1

13.1a) Welche der folgenden Abbildungen sind linear:
O F:x—ar+bmitx,a,beR
Falsch. F(z +y) = ax + ay + b # az + ay + 2b = F(z) + F(y) fiir b # 0.
v () F:xw— armitz,a €R

Richtig. Fiir alle a, z,y, a € R gilt:
Flx+y)=alx+y) =azx+ay = F(z) + F(y)
Flaz) = a(ax) = aax = F(x)

(i) F:z— Az +bmitz € R", A € R™*" und b € R™
Falsch. F(x +y) = Az + Ay + b # Az + Ay + 2b = F(z) + F(y) fiir b # 0.

vV (v) F:xr— Azrmitz € R", A € R™*"

Richtig. Fiir alle A € R™*", 2,y € R", a € R gilt:
Flx+y)=Alx+y) = Az + Ay = F(x) + F(y)
F(az) = A(ax) = a(Azr) = aF(x)

V) F:x— 224+ 3zmitz e R
Falsch. F(z +y) = (z +y)? + 3(z + y) # 2? + 3z + y* + 3y = F(z) + F(y) fiir beliebige z, y.
(vi) F:x v exp(xr)mitez € R

Falsch. F(z + y) = exp(z + y) = exp(z)exp(y) # exp(x) + exp(y) = F(z) + F(y) fiir beliebige z, y.
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13.1b)  Wir betrachten die Ebene E in R?, gegeben durch x5 = z3, und die lineare Abbildung F :
R3 — R3, die jedes « € R3 orthogonal auf E projiziert. Welche Aussagen treffen zu?

—_

vV (i) Die Matrix A, welche F beziiglich der Standardbasis beschreibt, lautet

o O
NI—oI= O
NI—oI= O

Richtig. Siehe Rechnung unten.

010
(ii) Die Matrix A, welche F beziiglich der Standardbasis beschreibt, lautet % 0 %
1 1
L g 1
2 2

Falsch.
v/ (iii) Es gilt dim(Kern A) = 1.
Richtig. Der Kern ist aufgespannt durch den einen Vektor senkrecht zur Ebene.
(iv) Es gilt dim(Kern A) = 2.
Falsch.
vV (v) Es gilt dim(Bild A) = 2.
Richtig. Das Bild ist gerade die ganze Ebene.
(vi) Es gilt dim(Bild A) = 1.
Falsch.

Losung: Betrachte die Standardbasis e!), ¢(2), ¢(®) Da e(!) bereits in E liegt, folgt:
1
.7:(6(1)) =M = |0]| = aD,
0

Um F(e?), F(e®) zu bestimmen, betrachte die Ebene {z; = 0} (siehe Bild). Die Abbildung F proji-
ziert e (bzw. e®)) orthogonal auf F (also parallel zu (0,—1,1)").
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Es folgt aus dem Bild (z.B. mit Pythagoras) und aus Symmetriegriinden, dass

0
Fle®) = F(e®) = 1] = a® = o®.
() = #(e) = |3
2
Es folgt
1 00
A=10 5 5
03 3

Kern A kann man einfach mit Gauss bestimmen (Ldsungsmenge von Ax = 0):

0
Kern A = —x3| € ]R?"xg eR
x3

Man sieht, dass Kern A der Geraden span {(0, —1,1) T} entspricht, also der Gerade, die senkrecht zu F
steht und durch die Ursprung des Koordinatensystems geht.
Daraus folgt: dim(Kern A)=1. Es gilt: Bild A=span {a"), a®®, a(3}. Da a® = a®, folgt

1] [o
Bild A = span {aV, a®} = span{ [0, 1] 3. (13.1.1)
of |1

Daraus folgt: dim(Bild A)=2.
Bemerkung: Man sieht, dass Bild A der Ebene E entspricht, wie erwartet.
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Aufgabe 13.2

13.2a) Losen Sie das Ausgleichungsproblem

Ac=b,
fiir
-2 4 4 3
-2 4 4 6
A= 2 2 -1’ b= 3
-2 =2 1 -3

mit Hilfe der Singuldrwertzerlegung.

Hinweis: Betrachten Sie fiir die Singulidrwertzerlegung hier hauptsichlich das Eigenwertproblem zu AA™
(und nicht zu A7 A), um die Berechnungen zu vereinfachen.

Losung: Wir beschreiben zuerst wie man im Allgemeinen ein Ausgleichungsproblem mit einer Sin-
guldrwertzerlegung 16sen kann. Sei A eine m X n-Matrix mit m > n. Dann gibt es eine orthogonale
m X m-Matrix U, eine orthogonale n x n-Matrix V' und eine m x n-Matrix S, so dass

A=USvT.
Die Matrix S hat Diagonalgestalt, d. h.
S
S =|—
]
wobei S = diag(s1, ..., s,) eine diagonale n x n-Matrix ist. Mit A = U SV hat man

(13 = [l Ac — blI3

= |USVTe—b|3
= |U(SVTe—UTD)|3
= |SVTe—d|3

= [|8VTe — doll3 + [l i3,

wobei wir den Vektor d = U”'b wie folgt aufgeteilt haben:

_ dO n
d = {dl},doeR.

Falls S invertierbar ist, d. h. alle s; positiv sind, 16st man das lineare Gleichungssystem SVTe = dy, was
zu

c=V5tdy
fiihrt. Das ist die eindeutige kleinste Quadrate-Losung.

Wir betrachten nun noch den Fall, bei dem S nicht invertierbar ist, d.h. s; = 0 firi = k + 1,...,n
(k = Rang A). Es gibt dann mehrere Vektoren c, die ||7||3 minimieren. Wir suchen daher die Losung, bei
der zusitzlich ||c||2 minimal ist.

Dazu fiihren folgende Variablentransformation durch: Sei i := V7¢ und da V orthogonal ist, hat man
lyll2 = ||¢||2. Wir suchen dann y mit Sy = do (im kleinsten Quadrate-Sinn) und so dass ||y||2 minimal ist.
Da S diagonal ist, hat man

Siyi:(dg)i, izl,...,n.
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Fiir ¢ > k sind die y; freie Parameter, da s; = 0. Mit der Bedingung, dass ||y||2 minimal ist, folgt

ok <,
Yi = { 6

i > k.

Das kann man in Matrixform als

i 17 (do)1 T

y = i (d(])k _ S'ero
0 (do)k+1
L 0_ L (dO)n i

schreiben, wobei ST die Pseudoinverse von S genannt wird. Zu guter Letzt erhalten wir die Losung des
Ausgleichsproblems aus ¢ = V.

Wie in Serie 12 erklirt wurde, folgt aus Satz 9.6, dass die Spalten von U Eigenvektoren von AA” sind.
Man beachte die Blockstruktur von AA”L. Wir nutzen diese mit Hilfe von Lemma 3.7 aus und erhalten

36 - 36 0 0

i . | 36 36-A 0 0 | [36-X 36 [[9-A -9
0=det(Ad” —A)=| 0 9-x -9 7| 36 36-xl -9 9-2x
0 0 -9 9-2A

=((36 = A\)2 = 362)((9 — \)? — 9%) = (=72XA + A\ (=18X + A\?) = M2(=72 4+ \) (=18 + \).

Die Eigenwerte von AAT sind dann \; = 72, Ay = 18 und A3 = \s = 0 und die zugehdrigen (normierten)
Eigenvektoren sind

1 0 -1 0
SCO I B DG I ) B C) E  B S I CVRE S U
/2 (0]’ J2| 1| J2| o]’ V2 |1
0 -1 0 1
Die Eigenvektoren von A” A sind
—1 2 2
CONES I IR Y G S Y
3 2 3 -1 3 2

Die ersten beiden Eigenvektoren von A” A kann und soll man dabei iiber die Beziehung A7 u() = s(0y(0)
als v = = ATy berechnen.

Damit ist
1 0 -1 0 V72 0 O 1 9 9
1 v/ 1
U:—l 0 1 0’ g - 0 18 0’ veil o 9 _1
V210 1 0 1 0 0 O 3 9 _1 9
0 -1 0 1 0 0 O

eine Singuldrwertzerlegung von A.
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20

21

22

23

24

Es gilt dann

1 0 -1 01"[ 3
1{1 0 10 6

_ gy
d=U b_\/i 0 1 01 3
0 -1 0 1| |-3

und damit folgt
1

vStd, ! _; ; ? ? (1)
CcC = 0:7 —_ —_—
V18
V2l 9 21 oll o Y%

13.2b) Losen Sie a) mit MATLAB.

Losung: Man kann entweder die Pseudoinverse von Hand oder mit der Funktion pinv berechnen. Die

Erkldrungen in a) fiihren auf den folgenden Code:

S W o ©

A=1[-244; -244;22-1; -2-21];
b =137 6; 3; -31;

% Singularwertzerlegung von A
[U,S,V] = svd (R);
S

% Von Hand
tol=max (size (A))~eps (S_hat (1,1));
for i=1:3
if S_hat(i,i)>tol
y(i)=d_0(i)/S_hat (i, 1);
else

end
c_1l = Vxy’

$ Mit der Pseudoinversen von S_hat

_2 = Vxpinv (S_hat) »d_0

% oder direkt mit der Pseudoinversen von A
c_3 = pinv (2) +xb

Q

.4167
.1667
.1667

o~ o |

L4167
.1667
.1667

o = o |
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0.4167
1.1667
0.1667

Die Losung entspricht bei allen drei Varianten der in a) berechneten Losung.

Bemerkung: In Zeile 13 des Codes miisste man theoretisch iiberpriifen, ob S_hat (i, i) >0 ist. Das ist
jedoch numerisch instabil und deswegen fiihrt man eine kleine Toleranz ein.

Aufgabe 13.3

Betrachten Sie die folgende lineare Abbildung F von R? in sich.

="t N :p’zixl—i—m.
V2 |22 — 11

13.3a) Durch welche Matrix A wird F (in der Standardbasis des R?) beschrieben?

Losung: Wir bestimmen die Matrix wie auf Seiten 120-121 im Buch beschrieben. Wir bestimmen die
Bilder der Standardbasis e(l), e,

r=A(§) - 5[] -
o8 -l

Da diese den Koordinaten beziiglich der Standardbasis entsprechen, wird F durch die Matrix

A= (oD, o®) = \}5 {_11 H

beschrieben.

13.3b) Zeigen Sie, dass die Abbildung F langentreu ist.

Losung: Wir konnen die Lingentreue auf verschiedene Arten zeigen. Der erste Weg ist, indem man direkt
zeigt, dass die Bedingung in der Definition auf Seite 135 im Buch erfiillt ist:

1 2 (1 2
o1 =( gt +a2)) + ( Tstea =)
1
:§(m% + 22+ 210 + 22 + 2 — 20173)
=21 + 23 = ||z|3
Damit gilt || F(x)|| = ||2’|| = ||=||, was bedeutet, dass F lingentreu ist.

Gemiss Satz 6.10 geniigt es aber auch zu zeigen, dass die Matrix A orthogonal ist bzw. dass die Spalten
von A eine orthonormale Basis in R? bilden:

onon-(5) (@) -
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w%d%z(;92+cgf:1

1 1 -1 1
1 @) — =0
(a a ) \/E \/§ \/i \/5

Die ersten zwei Gleichungen zeigen die Normiertheit von a(") und a(?), wihrend die letzte Gleichung die
Orthogonalitit a*) und a(? zeigt. Damit bilden a*) und a(? eine orthonormale Basis (gemiss Korollar
4.7) und es folgt, dass F lidngentreu ist.

Aufgabe 13.4

Betrachten Sie die folgende lineare Abbildung F : V — W, wobei V, W endlichdimensionale Vek-
torrdume bezeichnen. Zeigen Sie folgende Aussagen:
13.4a) Sind x1, ..., 2, k € Nin V linear abhingig, so sind auch F(x1), ..., F(xy) linear abhingig.

Lésung: Aus z1,...,2z5, k € Nin V linear abhingig folgt, dass A; € R, ¢ = 1,..., k existieren, die
nicht alle 0 sind und fiir die gilt

Es gilt weiter

0=F(0) = f(i /\m> = i AiF ()
=1 =1

aufgrund der Linearitit von F. Somit folgt die lineare Abhdngigkeit von F(z1), ..., F(zg), da
k

Z /\1.7-'(362) =0

i=1
fiir \; nicht alle 0.

13.4b) Sind die Vektoren F(z1), ..., F(xy) linear unabhingig, so sind auch z1, . . ., x4, linear unabhéngig.

Losung: Kontraposition von a).

Aufgabe 13.5

Sei P4 der Vektorraum der Polynome vom Grad < 4. Betrachten Sie die folgende Abbildung F von Py
in sich:
Pi3P(x) 5 Q(z) = P'(z) € Py,

die jedem Polynom P(x) das Polynom Q(z) = P’(z) zuordnet (P’(z) bedeutet die Ableitung von P(z)
nach x).

13.5a) Zeigen Sie: F ist eine lineare Abbildung.
Losung: Seien P(x), Pi(x), Px(z) € Pa, o € R beliebig. Es gilt:

F(Py(x) + Po(x)) =(Py(x) + Pa()) = P{(z) + Py(x) = F(Pi(x)) + F(Py(a)
FlaP()) =(a P)) = a P'(z) = a F(P(x))

= F ist linear.
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13.5b) Gegeben sei im Urbildraum und im Bildraum die Basis 1, z, 22, 2. Durch welche Matrix A wird
F beschrieben?

Losung: Wir haben sowohl im Urbildraum als im Bildraum die Basis 1, z, 2, 23, d. h. b = 1) = 1,
b2 =2 = 2 pB) = B) = 22 p®) = () = 23 fiir die Basis von P,. Wir suchen A € R*4, 5o dass

4
FO) =3 ap; ™, j=1,2,34.
k=1

In Koordinaten:

0
FOM)=F1)=0=0-1+0-2+0 2> +0-2 =3 oV = 8
0
:12
FOP)=F(@)=1=1-14+0-2+0-2°+0-2° = a? = 8
_0_
o
f(b(3)>=.7:(:132):2x:O-1+2-x+0-x2+0-x3 = a® = (2]7
_0_
e
FW)=F(=*)=32"=0-140-2+3-2°+0- 2" = a® = g
_0_

0100

= A= (D, 4@ @ @)= 8 8 (2) g'

0000

Aufgabe 13.6
Gegeben sei der Vektorraum V3 = R3 mit der Standardbasis. Die Matrix
-5/6 1/6 1/3
A= 1/6 -5/6 1/3
/3 1/3 -1/3

definiert eine lineare Abbildung von V3 nach V3.

13.6a) Durch die Wahl der neuen Basis

21 [-1] 1
ol,| 1,1
-1 ol |2

werden neue Koordinaten eingefiihrt. Bestimmen Sie die Matrix 7' der Koordinatentransformation.
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Losung: Bezeichne mit = die alten Koordinaten und mit y die neuen:

Tr = Ty =1 t(l) + y t(2) +y3 t(3)

2 -1 1 2 -1 1| |y1
=y | 0| +y | 1| +ys|l| =0 1 1]y
-1 0 2 -1 0 2 Y3

=T

13.6b) Durch welche Matrix B wird die lineare Abbildung in den neuen Koordinaten (in W3 = R3 mit
der Standardbasis) beschrieben?

Losung:
reV3 >A> e Vs
] Ir
s B, 3
yeW?’ +— o eW
Es gilt also B = T~ ' AT, wobei

-2 1 % 2 -1 1 -2 1 0
AT = % -2 f|l0 1 1{=|0 -10
1 1
3 5 —3| -1 0 2 1 0 0
Statt 7! zu berechnen, 16se TB = AT mit Gausselimination nach B auf:
-2 2 -1 1] -2 1 0 5 -1 0 1 0 0
0 1 1| 0 -1 o|& 0 1 1] 0 -1 0
-1 0 2 1 0 0 -1 0 -1 0 1 0
5 -1 0 2 1 0 0
Ed 9 1 1] 0 -1 o0
0 0 6 0 0 0
Durch Riickwértseinsetzen erhalten wir
-1 0 O
B=|0 -10
0 0 0

13.6¢) Interpretieren Sie die Abbildung in den urspriinglichen Koordinaten (in V%) geometrisch.

Losung: B ist die Darstellung der linearen Abbildung in den neuen Koordinaten. Aus der Diagonalform
von B kann man sehen, dass es sich in diesen neuen Koordinaten um eine Projektion entlang des Basisvek-
tors ) auf die Ebene, die durch die 2 Basisvektoren e¢(!) und e(®) aufgespannt wird, gefolgt durch eine
Punktspiegelung um den Nullpunkt handelt.

1
In den alten Koordinaten ist A somit eine Projektion entlang t(®) = | 1| auf die Ebene span{ tM, 1) } =
2
2 -1
span 01,1 , gefolgt durch eine Punktspiegelung um den Nullpunkt (oder dquivalent dazu, da
-1 0

t(3) orthogonal zu t(!) und ¢(?) steht: gefolgt durch eine Drehung um 180 Grad um die ¢(®)-Achse).
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