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Online-Test 2
Einsendeschluss: Montag, der 15.12.2014 10:00 Uhr

Dieser Test ist als Angebot zu verstehen. Er dient, serits bearbeitet, als Repe-
tition des bisherigen Vorlesungsstoffes und als Training fiir die Priifung.

1. Fiir A € R™*" gilt:

Az = 0 besitzt eine nichttriviale Losung <= dim(KernA) > 1.

(a) Richtig.
(b) Falsch.

KernA ist definiert als Menge aller Vektoren x mit Az = 0. Wenn es z gibt,
die nicht trivial sind, gibt es mindestens einen freien Parameter und somit muss
also dim(KernA) > 1 gelten und umgekehrt.

2. Gegeben seien die Fehlergleichungen
Ar—c=r
mit
A e RY3 RangA = 2.
Dann haben die Normalgleichungen
AT Az = AT¢
eine eindeutige Losung.
(a) Richtig.
(b) Falsch.

Die Normalgleichungen haben eine eindeutige Losung, falls die Matrix A
maximalen Spaltenrang hat, also in diesem Fall RangA = 3. Es gilt jedoch
RangA = 2.



11
3. Wir betrachten Fehlergleichungen Ax — ¢ = r mit A = |0 2| und ¢ =
11

[—2\/5, 2, \/§]T Aus der QR-Zerlegung von A kenne man zudem die Matrix

~1/vV2 0 —1/V2
Q= 0 1 0
~1/v/2 0 1/V2
Es gilt:
V3 VA
(a) Die Matrix R aus der QR-Zerlegung lautet R= | 0 2
L 0 0 -
V3 ]
(b) Die Matrix R aus der QR-Zerlegung lautet R= | 0 2
- 0 1 -
(c) Die Losung des Ausgleichsproblems lautet z = [1,1]7
(d) Die Losung des Ausgleichsproblems lautet « = [— 1'\%@, 17
Wir wissen, dass A = QR. Da @ orthogonal ist, folgt, dass
_\/5 -2
R=QTA=1| 0 2
0 0
Die Losung des Ausgleichsproblems finden wir durch Losen der ersten zwei Glei-
chungen von Rx = QTc =1,2,3]7 als z = [—H—\/‘f, 7.

4. Sei A € R™*" g0, dass Az = 0 nur die triviale Losung hat. Dann gilt:
(a) dim(BildA) =n

(b) dim(BildA) =n—1

(¢) dim(KernA) =0

(d) dim(KernA) =1

Es gilt allgemein dim(BildA)+dim(KernA) = n. Falls Az = 0 nur die triviale
Losung hat, so ist dim(KernA) = 0 und somit auch dim(BildA4) = n.



5. Die Dimension des Kerns von

2 1 -1 2
A=11 0 -1 0
3 1 =2 2
betrégt ...
(a) 0.
(b) 1.
(c) 2.
(d) 3.

(e) 4.

Es gilt allgemein bei m x n Matrizen, dass dim(BildA) = RangA, und
dim(BildA4) + dim(KernA) = n. Der Rang ist die Anzahl linear unabhéngiger
Spalten oder Zeilen von A. Die ersten zwei Zeilen von A sind linear unabhéngig,
die dritte Zeile ergibt sich als Summe der ersten beiden, also ist RangA = 2.
Mit n = 4 folgt, dass dim(KernA) = n — dim(BildA4) = 2.

Alternativ kann man RangA mit Hilfe des Gaussverfahrens bestimmen.



6. Der Kern von

2 1 -1 2
1 0 -1 0
3 1 -2 2
ist gegeben durch ..
(1] [-2
(a) spang |1]|,| O
o] [ 1
[ 1] [ 0] 1
—1| |-2| |-5
) span [ L7270
| 0] | 1] 2
C T
-1 -3
@ spand | 1] |73
L - L 1_
1 1
(d) spanq [1], |1
_3_ _1_
51 1]
1 0
(e) span 3l |y
_0_ _0_

Der Kern einer Matrix besteht aus den Losungen des homogenen Gleichungs-
systems Az = 0. Gemiiss der vorigen Aufgabe ist die Dimension des Kerns hier
2, wir brauchen also mindestens 2 linear unabhéngige Vektoren, um den Kern
aufzuspannen. Durch Matrix-Vektor Multiplikation priifen wir, welche Vekto-
ren das homogene Gleichungssystem erfiillen. Sind mindestens 2 davon linear
unabhéngig, so spannen diese den Kern auf.



7. Eine Basis des Kerns von

2 1 -1 2
1 0 -1 0
31 =2 2

ist gegeben durch ...

1 -2
(a) 11,1 0
10 1
[ 1] [ 0] 1
-1 -2 -5
(b) 1 Y O b 1
| O [ 1] 2
SRR
-1 -3
v o©
L O_ L 1_
o1 1]
(d) 1], 11] ».
L J _1_
o1 1]
1 0
(e) 3 ) 1 *
_O_ _0_
1 1
Die Vektoren _i , _:f spannen geméiss Aufgabe 6 den Kern auf. Es
0 1

gilt dim(KernA) = 2 gemiiss Aufgabe 5. Somit kann eine Basis aus héchstens 2
Vektoren bestehen. Damit sind die obigen Vektoren eine Basis von KernA.



8. Das Bild von

2 1 -1 2
10 -1 0
3 1 -2 2

ist gegeben durch ...

[2 1 -1 [2]
(a) spang |1], 0|, [-1|, |0

1 0 1
) spand | L2, ]7?

1 0 1
o] | 1] | 2
2] [1] 2
(¢) spanq [1{,]0],]0
3] 1] 2
11 o
(d) spanq |Of, |0
_1_ _2_
o1 1T
(e) spanq (1,10
_3_ _1_

Das Bild ist immer der Vektorraum aufgespannt durch die einzelnen Spal-
tenvektoren der Matrix. Die Matrix hat Rang 2 geméss Aufgabe 5. Um das Bild
aufzuspannen, muss man also mindestens zwei linear unabhéngigen Spaltenvek-
toren aussuchen.



9. Eine Basis des Bildes von

2 1 -1 2
1 0 -1 0
31 =2 2

ist gegeben durch ...

2 1 -1 2
(a) i, o}, [-1], o
3] (1] [-2] [2]
[ 1 0 1
-1 -2 -5
(b) 1 Y O ) 1
o] |1 | 2
21 1] [2
(c) 1], lol, o
3] 1] |2
o]
(d) of, |0
_1_ _2_
o1 T
(e) 1(,10
_3_ _1_

Das Bild ist immer der Vektorraum aufgespannt durch die einzelnen Spal-
tenvektoren der Matrix. Die Matrix hat Rang 2 geméss Aufgabe 5. Also besteht
eine Basis des Vektorraums aus 2 Vektoren, die den Vektorraum aufspannen.
Gemiéss Aufgabe 8 spannen die Vektoren der 1., 3. bzw. 5. Antwort das Bild
der Matrix auf. Nach Satz 4.3 iii) sind 2 Vektoren, die einen 2-dimensionalen

2 1
Vektorraum erzeugen linear unabhéngig, also ist 11,10 eine Basis des
3 1

Bildes.



10. Ein Vektor habe beziiglich der Basis B := { [g} , [_g] } den Koordinaten-

vektor [—1, —1]7.
Der Koordinatenvektor beziiglich der Standardbasis ist ...

(@) [3.0"
(b) [-1,-1]"
(c) [0,-2"
(d) [2,0]"

(e) [LY*

Wenn Basisvektoren b, ..., 5(®) im R” und Koordinatenvektor [ki, ..., k,]”
eines Vektors k£ gegeben sind, so bedeutet das, dass

k=kb® + .+ kb,

Hier sind wir im R? und haben als Basis die beiden Vektoren {B] , [_;} }

Der Vektor mit Koordinaten [—1, —1]7 beziiglich dieser Basis ist also

e

hat also beziiglich der Standardbasis die Koordinaten [2,0]%.

-1
11. Bestimmen Sie 0 (1-Norm eines Vektors).
2
1
(a) 1
(b) V5
(¢c) 3
(d) 2
-1
Wir rechnen: 0 =|=1/4+0|+|2| =3
2

1



-1
12. Bestimmen Sie 0 (Maximumnorm eines Vektors).
2

oo

(d) 2
-1
Wir rechnen: 0 = max(| — 1,10,]2]) = 2
-1
13. Bestimmen Sie 0 (Euklidische Norm eines Vektors).
2
2
(a) 0
(b) V5
(¢ 5
(@) V3
-1
Wir rechnen: 0| =+/(-1)2+02+22=+5
2

2
14. Fiir eine orthogonale Matrix A mit Inverser A~! gilt:
(a) A"l=AT
b) Al=-4
(¢) Die Inverse existiert nicht notwendigerweise.

Orthogonalitiit einer Matrix ist definiert {iber die Eigenschaft, dass AT A = I,
was A~! = AT impliziert.



15. Fiir

(a) A; ist orthogonal.
(b) As ist orthogonal.
(¢) Weder A; noch A, ist orthogonal.

Damit eine Matrix orthogonal ist, miissen ihre Spalten orthonormal sein.
Dies ist nur bei Ao erfiillt.

16. Wir betrachten R™ mit Standardskalarprodukt und 2-Norm. Es sei A eine
reelle n x n—Matrix. Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

(a) Fiir alle Vektoren z,y € R™ gilt (2, AT y) = (Az,y).

(b)  Wenn gilt AT = A~! dann folgt (Ax, Ay) = (x,y) fiir alle Vektoren
x,y € R™.

(¢) Wenn gilt AT = A=1, dann folgt ||A x| = ||z|| fiir alle Vektoren z € R™.

(d) Essei B eine weitere reelle n x n-Matrix. Wenn gilt A7 = A=! und BT =
B~1, dann hat das Produkt AB eine Inverse und es gilt (AB)~! = (AB)7.

Es gilt: (x, ATy) = 2T ATy = (Az)Ty = (Az, ).

(Ax, Ay) = (Ax)T Ay = 2T AT Ay = 2T A1 Ay = 2Ty = (2,9).
Es gilt ||Az|| = /(Az, Az) = \/(z,2) = || Az].
Es gilt (AB)T = BTAT = B-1A~! = (AB)~\.

17. Die Eigenwerte der Matrix sind:

o O =
[en il RN
= w o

(a) 0,2v2,-22
(b) 1,2,1
(¢) 0,1,3

Da die Matrix eine obere Dreiecksmatrix ist, sind die Eigenwerte gerade die
Diagonalelemente (zum Beweis dazu kann man das charakteristische Polynom
aufstellen).

10



0 0
55— gilt:

V2 V2
Die Eigenwerte von A sind 1,v/2, —v/2

18. Fiir die Matrix A :=

o O =

Die Eigenwerte von A sind reelle Zahlen

A hat eine Basis von rellen Eigenvektoren

A hat eine Basis von Eigenvektoren

Das charakteristische Polynom von A hat den Grad 2

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms von A sind reell

Wir berechnen zuerst das charakteristische Polynom:

S N
\/51 1\/51
aoovE

2
= (1—>\)<<\2—>\> +;> = (1= =v2x+1)

1 1
= 1-XN—=0A+9)-A) | —=1T—=19)—A
oo (Ggrea-3) (o0
Dieses hat Grad drei und zwei nicht-reelle Nullstellen, Ay = —=(1 + 4) und

V2
A3 = %( 1—1).

Die zugehorigen Eigenvektoren kénnen nicht reell sein. Weil die Eigenwerte
algebraische Vielfachheit 1 haben, folgt mit Satz 7.3 auf p. 153, dass auch ihre
geometrische Vielfachheit genau 1 ist, und somit gibt es eine Basis von Eigen-
vektoren. Zusammenfassend ist die Matrix A komplex diagonalisierbar, nicht

jedoch reell diagonalisierbar.

Pa(\) = det(A—Al3) = (1—\)det

19. Welche der folgenden Vektoren sind Eigenvektoren der Matrix
1 10
A= |1 0 1|7
01 1

(a) W =][1,-2,1]7
(b) 2@ =10,3,2]7
() 2® =[1,1,1]7
Wir multiplizieren die Vektoren (), z(2) und 2®) mit der Matrix A. Kommt

ein Vielfaches des enstprechenden Vektors dabei heraus, so handelt es sich um
einen Eigenvektor.

11



20. Welche der folgenden Matrizen

1 1 2 0 1 2 010
Ai=13 0 3|, Ay:=1|1 0 3|, A3:=1]0 0 1],
3 -3 0 03 0 000

haben 0 als Eigenwert?

(a) A.
(b) A,
(¢) As.
(d) Keine.

Falls Null ein Eigenwert ist, so gilt 0 = det(A — 0I) = det(A), in anderen
Worten, die Matrix muss singulér sein. Da Ag eine Nullspalte hat, ist diese Ma-
trix singulér. In A; kénnen wir die ersten beiden Spalten addieren und erhalten
die dritte Spalte, also ist auch diese Matrix singulédr. A, hingegen ist regulr,
wie man durch Ausfithren des Gaussverfahren sieht:

0o 1 2], 103, [T0 3
10 3B o1 20 1 2
0lo 3 0 310 3 0 00 -6

Also ist 0 kein Eigenwert von As.

12



21. Wir betrachten folgende zwei Anfangswertprobleme (AWP):

10 0 1

i0=19 5 —g|u0, yO)= |1

0 % & 0
=" 3o w0 -

Es gilt:

(a) Die Losung y(t) des ersten AWPs hat die Eigenschaft: ||y(¢)|| wird fiir ¢

geniigend gross grosser als 10.

Die Losung y(t) des ersten AWPs hat die Eigenschaft: ||y(¢)|| bleibt auch
fiir t beliebig gross kleiner als 10.

Die Losung y(t) des zweiten AWPs hat die Eigenschaft: ||y(¢)|] wird fiir ¢
geniigend gross grosser als 10.

Die Losung y(t) des zweiten AWPs hat die Eigenschaft: ||y(¢)|| bleibt auch
fiir t beliebig gross kleiner als 10.

Um die Aussagen iiberpriifen zu kénnen, betrachten wir die Eigenwerte der
Matrizen. Wir werden feststellen, dass die Matrizen einfach, also insbesondere
halbeinfach, sind und die Transformationsmethode angewendet werden kann
(siche im Buch Seite 1791f).

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ¢(t) = Ay(t) ist eine Line-
arkombination von e*itu?)| wobei 1) ein Eigenvektor der n x n Matrix A zum
Eigenwert ); ist:

y(t) = Z cieMtuld),
j=1

Hat jeweils einer von den Eigenwerten A; einen Realteil, der grosser ist als
0, so wird ||y(t)|| immer grosser mit wachsendem ¢, sofern der entsprechende
Koeffizient ¢; nicht 0 ist. Falls alle Realteile strikt kleiner sind als 0, geht ||y(t)||
gegen Null fiir ¢ gegen oco.

Wir sehen:
1 0 0
1 L o TS — 1, 1. -1 1.
. 8 f e hat die Eigenwerte A\ = 1, Ay = 7+ 75k A3 = NV

V2 V2

(siche Aufgabe 18).

Ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist offensichtlich [1,0,0]%.

Einen Eigenvektor zum Eigenwert % + %z bestimmen wir mit Hilfe des

Gaussverfahrens:

(A4 1 N O S

1 (ﬂ+ﬂz% 19 10 (321 (ﬁ+ 21) 19 10
7 0 5 A 0 0 0




Also ist z. B. [0,4,1]7 ein Eigenvektor zum Eigenwert % + %Z Damit ist

dann [0, —i,1]7 ein Eigenvektor zum Eigenwert % - %z

T ist die Matrix der Eigenvektoren:

1 0 0
T=1(0 @+ —t
01 1

Wir transformieren das System mittels y(¢) = Tx(¢). Fiir die Anfangsbe-
dingung muss Tz(0) = y(0) geldst werden:

ro o[t|, [T 0 0[1
0 i —i|l1|®10 i —il1
—ilo 1 1o 00 2|i

Durch Riickwiirtseinsetzen bekommen wir x(0) = [1,—i/2,i/2]T. Also ist
z. B. der Koeflizient ¢; beziiglich des Eigenvektors zum Eigenwert 1 nicht
0 und die Losung kann also nicht beschrankt bleiben.

Wir hétten dies auch schneller sehen kénnen, da alle Eigenwerte einen Re-
alteil grosser als 0 haben und die Anfangsbedingung nicht der Nullvektor
ist.

[_(1) g] hat die Eigenwerte A\; = —1 und Ay = 3.

Ein Eigenvektor zum Eigenwert —1 ist offensichtlich [1,0]7.
Einen Eigenvektor zum Eigenwert 3 bestimmen wir mit dem Gaussverfah-
ren, welches aber nur ein Riickwértseinsetzen des Systems

—4 2
0 0

erfordet. Ein Eigenvektor ist z. B. [1,2]7.
T ist wiederum die Matrix der Eigenvektoren:
1 1

|0 3
Wir transformieren das System mittels y(¢) = Tx(¢). Fiir die Anfangsbe-
dingung muss Tz(0) = y(0) gelost werden. Auch dies ist nur Riickwirt-
seinsetzen und wir erhalten: x(0) = [1,0]7. Der Koeffizient ¢y zum Ei-
genwert 3 ist 0 und der andere Eigenwert —1 hat einen strikt negativen
Realteil. Dies impliziert, dass die Losung gegen 0 strebt fiir ¢ gegen oo und

dass ||y(¢)|| beschrinkt wird durch die Norm der Anfangsbedingung, die
hier 1 ist.

14



22. Fiir die Matrix A := gilt:

S O =
O =N
D Ot W

(a) A hat drei paarweise verschiedene Eigenwerte.

(b) A hat keine Basis von Eigenvektoren.

(c) Die geometrische Vielfachheit des kleinsten Eigenwertes von A ist 2.
(d) Die algebraische Vielfachheit des grossten Eigenwertes von A ist 1.
(e) Die Eigenwerte von A und A7 sind gleich.

Die Eigenwerte von A sind gegeben durch

1—A 2 3 ‘
det(A— M) =det | 0 4—X 5 |=(1-M\4-A)6-)=0.
0 0 6-A\

Die Eigenwerte sind somit 1, 4 und 6 und paarweise verschieden (allgemein sind
die Eigenwerte einer Dreiecksmatrix genau die Diagonaleintrige). Daher haben
alle Eigenwerte algebraische Vielfachheit 1 und auch geometrische Vielfachheit 1
(letzteres weil die geometrische Vielfachheit mindestens 1 und kleiner gleich der
algebraischen Vielfachheit ist). Insbesondere ist die Summe der geometrischen
Vielfachheiten gleich 3, weshalb A eine Basis von Eigenvektoren hat. Somit sind
die erste und vierte Aussage richtig, aber die zweite und dritte Aussage falsch.
Die Eigenwerte von A" sind die Nullstellen von

det(AT — \I3).

Es gilt
det(AT — AI3) = det((A — A3) ") = det(A — \I3),

somit hat AT die gleichen Eigenwerte wie A und die letzte Aussage ist richtig.

15



23. Welche der folgenden Matrizen

0 1 2 0 1 2 0 2 0
A= -1 0 3|, Ay:=1|1 0 3|, As3:=1|1 1 -1},
-2 -3 0 2 3 0 1 3 -1

sind diagonalisierbar?

(a) A
(b) A
(c) A3
(d) Keine.

Wir berechnen die Eigenwerte von Aj:

0= det(A; — AT) = =A(A2 +9) + 1(—=A +6) — 2(3 + 2))
=N =N (A +6—6—4)) = -3 — 14\ = —\(\? + 14)

Wir erhalten: Ay = 0, Ay = v144, A3 = —+/14¢. Damit hat jeder Eigenwert die
algebraische Vielfachheit 1. Die Matrix ist also einfach und damit diagonalisier-
bar.

Die Matrix As ist reell und symmetrisch. Nach Satz 7.8 i) ist Ay diagonali-
sierbar.

Wir berechnen die Eigenwerte von As:

0=det(As — ) = —A((1=A)(=1—A)+3)—1-2(—=1—A) + 1(—2)
=AM -3 24220 -2=-)°

Wir erhalten: Ay = Ao = A3 = 0, also ist 0 ein Eigenwert mit algebraischer
Vielfachheit 3.

Um zu sehen, ob die geometrische Vielfachheit mit der algebraischen iiber-
einstimmt, berechnen wir die Eigenvektoren:

002 0], r1 1], [T 1 1
11 1A Jo 2 o®0 2 o
111 3 -1 1o 2 o 00 0

= z3 freier Parameter, x5 = 0,21 = 3

Also ist die geometrische Vielfachheit 1 und die Matrix damit nicht diagonali-
sierbar.

16
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24. Sei A eine n x n-Matrix. Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

A halbeinfach = A diagonalisierbar

es existiert keine Eigenbasis von A = A nicht diagonalisierbar

es existiert eine Figenbasis von A = A einfach

es existiert eine FEigenbasis von A = A halbeinfach

A reell, symmetrisch = A diagonalisierbar

A diagonalisierbar = A &hnlich zu einer Diagonalmatrix

(g) A diagonalisierbar = A orthogonal-dhnlich zu einer Diagonalmatrix
(h) A reell, symmetrisch = A orthogonal-dhnlich zu einer Diagonalmatrix
(i) A orthogonal = A orthogonal-ihnlich zu einer Diagonalmatrix

Nach Satz 7.6 im Buch sind die folgenden Aussagen dquivalent:
e Die Matrix A ist halbeinfach.

e Die Matrix A besitzt eine Eigenbasis.

e Die Matrix A ist diagonalisierbar.

Nach Definition (siehe Seite 133) heisst die Matrix A &hnlich zu einer Dia-
gonalmatrix D genau dann, wenn eine reguldre Matrix T existiert, so dass
A =T7'DT. Letzteres gilt jedoch genau dann, wenn

D =TAT' = (T"Y) 'A(T™),

was bedeutet, dass A diagonalisierbar ist. Also ist auch die Aussage ,, A ist
ghnlich zu einer Diagonalmatrix“ dquivalent zu den schon genannten Aussagen.

Einfachheit einer Matrix ist nicht dasselbe wie Halbeinfachheit: Betrachte
z.B. L. I hat eine Eigenbasis (jede Basis des R? ist eine Eigenbasis von I5),
aber I3 hat den Eigenwert 1 mit algebraischer Vielfachheit 2. Also ist I3 nicht
einfach.

Eine reelle, symmetrische Matrix ist gemiss Satz 7.8 i) diagonalisierbar. Es
gilt sogar nach iii), dass die Transformationsmatrix 7', so dass T~' AT diagonal
ist, orthogonal gewihlt werden kann. Also ist A orthogonal-dhnlich zu einer
Diagonalmatrix.

Noch eine Bemerkung zur Orthogonalitidt einer Matrix: Im Buch fehlt die
Voraussetzung, dass die Matrix reell sein muss; wir setzten dies hier jedoch
analog zur Vorlesung voraus.

A diagonalisierbar ist nicht gleichbedeutend mit A orthogonal diagonalisier-

bar: Betrachte z. B. die Matrix A = {_01
ist also einfach und damit (reell) diagonalisierbar.

Offensichtlich ist [1,0]7 ein Eigenvektor zum Eigenwert —1 und [1,2]7 ein
Eigenvektor zum Eigenwert 1. Die Matrix ist einfach, also sind die Eigenvek-

toren bis auf die Skalierung eindeutig bestimmt. Die Transformationsmatrix T,

ﬂ A hat die Eigenwerte —1 und 1,

17



welche die Matrix A diagonalisiert, enthélt eine Eigenbasis von A. Man bemer-
ke jedoch, dass die Eigenvektoren [1,0]7 und [1,2]7 nicht orthogonal sind. Also
kann die Matrix T" nicht orthogonal gewédhlt werden, was bedeutet, dass A nicht
orthogonal-diagonalisierbar ist.

Aus A orthogonal folgt nicht, dass A orthogonal-ihnlich zu einer Diagonal-

matrix ist: Z. B. hat die orthogonale Matrix die Eigenwerte ¢ und —1.

0 1
K
Sie ist damit dhnlich zur Diagonalmatrix D = diag(i, —¢). Da die Eigenwerte
echt komplex sind, sind auch die Eigenvektoren echt komplex. Die Transforma-
tionsmatrix 7', die A diagonalisiert, enthilt eine Eigenbasis von A und kann

damit nicht reell und also auch nicht orthogonal gew&hlt werden.

18



25. Losen Sie folgendes Ausgleichsproblem mit der QR-Zerlegung;:

—z+ 2y+ 6=m
—2x+ Ty+27 =1y
—2z+10y+33 =13

Um das Rechnen zu erleichtern geben wir die Matrix @ an:

122
Q=32 -1 -2
2 2 1

Fiir die Losung des Ausgleichsproblems (2*,y*)” bzw. fiir den minimalen Resi-
duenvektor r* gilt:

(a) z*=2,y"=3
(b) z*=2,y*=-3

C

( Tt =-2,y*=3
(d
(

(

) [rfl=1

f

)

)

) at= -2,y =3
)

) =2

)

(&) lrfl=3

Wir schreiben die Gleichungen in der Form Az — ¢ =r:

-1 2 —6
A=1|-2 7|, c=|-27
-2 10 —33

Die Losung besteht aus drei Schritten (vergleiche Algorithmus Seite 113 im
Buch):

e Wir berechnen die Matrix R der QR-Zerlegung: Es gilt A = QR. Daraus
folgt (da Q orthogonal):

-3 12
R=QTA4=1] 0 3
0 O
e Wir transformieren c:
—42
d=Q%c=| -9
3

e Wir bestimmen die Losung durch Riickwirtseinsetzen: Rox* = dy. Dies
fithrt zu y* = —3 und 2* = 2.

Die Norm des minimalen Residuenvektors r* erfiillt ||r*|| = ||d1]|, wobei hier
dy = 3. Damit gilt: ||r*| = 3.

19



26. Gegeben sei die symmetrische Matrix
1 b
=]

(a) Fiir alle b € R sind beide Eigenwerte von A nicht negativ.
(b) Es gibt b € R, so dass mindestens ein Eigenwert von A negativ ist.
(¢c) Es gibt b € R, so dass beide Eigenwerte von A negativ sind.
Bestimmen der Eigenwerte:
0=det(A—A)=(1—-A)2—b2=X2—2\+1— b2
Das fiihrt zu

2+ /4 —4(1—b?)
2

Aijg = =1+V1-1+2=1+]p

Fiir || < 1 sind beide Eigenwerte nicht negativ und fiir |b| > 1 ist einer der
Eigenwerte positiv und der andere negativ.
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27. Sei A eine reelle m x n Matrix. Dann ist die Blockmatrix B = /?T 61]
symmetrisch. Sei x = [y, 2]7 ein Eigenvektor von B zum Eigenwert ), d.h.

_ 0 Allyl |y . Az=)y
Bz = Az bzw. {AT O] L}—)\L] und damit ATy = Az

(a) —M\ ist ebenfalls ein Eigenwert von B.
(b) —\ist im Allgemeinen kein Eigenwert von B.
(c) Fiir A # 0 ist A\? ist ein Eigenwert von AT A.

(d) Fiir A # 0 ist A? ist im Allgemeinen kein Eigenwert von AT A.

.. (1 0
(e) FurA—{O 1

} hat B vier verschiedene Eigenwerte.

. to
() FurA—{O 1

} hat B zwei Eigenwerte mit algebraischer Vielfachheit 2.

Wir betrachten den Vektor [y, —z]T:

OAy_—Az_—)\y__Ay
AT 0| |=z| — |ATy| ~ | Xz | — —z|"
Also ist [y, —z]T ein Eigenvektor von B zum Eigenwert —\.
Desweiteren gilt:

AT Az = AT (\y) = N2z

z kann fiir A # 0 nicht der Nullvektor sein, da z = 0 wegen A0 = Ay zu A = 0
oder zu y = 0 fiihrt, was beides ein Widerspruch ist. Damit ist z ein Eigenvektor
von AT A zum Eigenwert \2.

Fir A = [ 0} ist jeder Vektor [y,y]” mit 0 # y € R? wegen

1
0 1
0 Iyl _ |y
™ o] ly] |
ein Eigenvektor von B zum Eigenwert 1. Weiter ist dann [y, —y]7 ein Eigenvektor
von B zum Eigenwert —1. Damit sind die geometrischen Vielfachheiten von 1
und —1 jeweils mindestens 2. Das fithrt darauf, dass diese genau zwei sind und

zudem den algebraischen Vielfachheiten entsprechen. Man kann sich natiirlich
auch durch Rechnen davon iiberzeugen.
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28. Sei A eine reelle 2 x 2-Matrix, die orthogonal und symmetrisch ist.
(a) A hat die Form L= b A b mit
b —/1-=02 b V1-—b?
beR.
(b) A muss nicht einer dieser zwei Formen entsprechen.
(¢) A hat nur Eigenwerte, die 1 oder —1 sind.
(d) A kann auch einen Eigenwert haben, der weder 1 noch —1 ist.
Da A eine symmetrische 2 x 2-Matrix ist, hat A allgemein die Form
a b
=[5
mit a, b, c € R. Wegen der Orthogonalitdt von A sind zudem die Spalten ortho-
normal, d. h.

a2 +v¥=1
ab+bc=0
P+ct=1

Wir fithren eine Fallunterscheidung beziiglich b = 0 durch:
e b =0: Dann gilt
a’?=1 a==l1
=17 c=+1
e b # 0: Dann gilt a + ¢ = 0 und weiter ¢ = —a. Weiter haben wir
a?=1-b"=a==+y1-12
(Also muss zudem |b| < 1 gelten.) Die Matrix A hat also die Form

V1-102 b oder —/1-02 b
b —V1-02 b V1-562]"

Man bemerke, dass fiir b =0 A = I oder A = —1I gelten kann, was beides keiner
der vorgegebenen Formen entspricht.

Eine Bedingung fiir die Eigenwerte erhéilt man direkt aus der Orthogona-
litdt und der Symmetrie der Matrix: Sei x ein Eigenvektor der Matrix A zum
Eigenwert A, d.h. Az = Ax. Dann gilt:

x=1Iz=AT Az = AAx = \Az = \’z.

Da z nicht der Nullvektor sein kann, muss gelten A?> = 1 und damit A = +1.
Alternativ kénnen die Eigenwerte auch direkt berechnet werden.
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29. Gegeben seien die Matrizen
1 2 1 3
S R
und die zugehorigen quadratischen Formen

f(z,y) = [z,y]A m . g(z,y) = [z,y|B m .

(a) f kann in der Form f(z,y) = (ax + by)* + cy? mit a,b,c € R und a,c > 0
geschrieben werden.

(b) g kann in der Form g(x,y) = (az + by)? + cy? mit a,b,c € R und a,c > 0
geschrieben werden.

(c) A ist symmetrisch positiv definit.
(d) B ist symmetrisch positiv definit.
Hinweis: Quadratisch ergénzen.
Es gilt
flz,y) =122 +2- 22y 4+ 9% = (1o + 2y)? — 49> + 9% = (1z + 2y)° + 5y°.
und damit ist A symmetrisch positiv definit, da fiir [z,y]7 # 0 der erste oder
der zweite Summand strikt positiv ist.
Es gilt
g(x,y) = 12% + 2 - 3zy + 9% = (1z + 3y)? — 9y + 9y* = (1z + 3y)* + 0y°.

Damit ist B nicht symmetrisch positiv definit, da fiir x = —3y beide Summanden
verschwinden.
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