D-CHAB Grundlagen der Mathematik I (Analysis A) HS 2014
Theo Biihler

Losung 1

1. Berechne die Summe z 4+ w, das Produkt z - w und den Quotienten z/w in
kartesischer Form.

a) z=14+i,w=1
Lésung.

z+w=1+(G+1i)=1+2i
cw=(1+4)i=i+i>=—1+i
14 (A=) —i—d? 1—d

== i(—i) 2 1 !

b) z=-2+i,w=1—1
Lésung.

z+w=(-2+1)+(—1i)=-1

cw=(-2+i)(1—i)=—-2(1—4)+i(l —i)=(-2+2i) + (i —i*) = -1+ 3i
=247 (=2+0)(1419) 200149 +i(14+9) (=2—2i)+ (i +?)

A e T R 2 - 2
3-i 3 1
T2 T 29!

c) z=3+2i,w=-2-"50
Lésung.
z+w=3-2)4+(2-5)i=1-3i
2w = (34 2i)(—2 — 5i) = 3(—2 — 5i) + 2i(—2 — 5i) = (=6 — 15i) + (—4i — 10i?)

=4—19i
2fw = 3+20 (34 2i)(—2+ 51) _ 3(—2 + 51) + 2i(—2 + 5i)
—2—5i (=2 —"5i)(—2+ 51) 29
_ (=6+15i) + (—4i —10) _ —16 N Ei
29 29 29

Bitte wenden!



d) z=-4—-16i, w= —5—10¢
Lésung.

z4+w=(—4—5)+ (=16 — 10)i = —9 — 26i
2w = (=4 — 163) (=5 — 10i) = (—=4)(=5)(1 + 4i)(1 + 2i) = 20((1 + 24) + 4i(1 + 2i))
= 20((1 + 2i) + (4i + 8i*)) = 20(—7 + 6i) = —140 + 120i
—4—16i  (—4)(1+4i) 41+4i  4(1+4i)(1—2i)

= TG T Ch+2) 512 5+ 21— 2)
A(1—20) +4i(1—2) 41—2 +4i—82 4 .36 8.
5 5 5 5 550 T20) = o5 + o5

2. Berechne die Polarform respektive die kartesische Form der komplexen Zahl.
Bestimme Betrag, Argument, Real- und Imaginérteil der komplexen Zahl.

a) i
Lésung.
() () o=
e? =cos |3 isin {5 | = 1=1
b) 1+
Lésung.
\/5611:\/5(005<z>+@'sin<z>>:\/i(i-f—i@'):14_@'
4 V2 V2
c) 3¢t
Losung
3<cos (S—W) + 2 sin (—)) —3(_i+il) ——i—l—iz
i 1)U T e n
3v2 | 3v2
=———+—F
2 2
d) —v3+i
Lésung.

T 1
2% =2 (cos (‘%) + isin (%)) =2 (—?+§i) = 3+

Siehe nichstes Blatt!
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e) bes
Losung.

3. Zeige die folgenden Identitéten fiir die komplexen Zahlen z und w.

a) |z - w| = |z|[w]
Lésung.
Es gilt nach Definition des Betrags

|z w|? = 2uzw = 2wz W = 2

Das ist eine Gleichung von nicht negativen reellen Zahlen. Wir ziehen die
Wurzel und erhalten |z - w| = |z||w].

b) |z +w| < |z + |w].
Verwende hier die kartesische Form von z und w.
Lésung.
Wir schreiben z und w in kartesischer Form, z = a + b und w = ¢ + id. Es
gilt

(2] + [w))? = |2 + w* = (|2 + [w]* + 2Jw]|z]) — [(a + ¢) +i(b + d)|?
(|2]% + |w|? + 2|wl|2]) — [(a@ + ¢)* + (b + d)?]

(|2 + |w]* + 2|wl||z]) — [(a® + 2ac + ¢*) + (b* + 2bd + d*))

(27 + Jw[? 4 2[w||2]) = [(a* + %) + (¢ + d?) + 2(ac + bd)]
2lwl|z| — 2(ac + bd) .

Weiter gilt

lw|*|2]* — (ac + bd)* = (a® + b*)(c* + d*) — (ac + bd)?
= (a®c® + a*d® + b’ + b*d*) — (a*c® + b*d* + 2achd)
= a*d* + b*c® — 2acbd = (ad — be)* > 0,

also |w]?|z|? > (ac + bd)?. Nach Ziehen der Wurzel folgt |w||z| > ac + bd.
Es folgt (|z| + |w|)? — |z + w]? > 0, also (|z] + |w|)? > |z + w]?. Wir zichen
noch einmal die Wurzel und erhalten |z| + |w| > |z + w|. Diese Ungleichung
heisst Dreiecksungleichung.



