D-CHAB Grundlagen der Mathematik I (Analysis A) HS 2014
Theo Biihler

In den ersten beiden Aufgaben verwenden wir oft die bekannte Formel z =

Losung 2

—btvb%2—4ac
2a

fiir die Losungen der quadratischen Gleichung ax? + bx + ¢ = 0. Hier ist a # 0.

1. Berechne Quadrat-, Kubik- und vierte Wurzeln der komplexen Zahl. (Berechne
die Quadratwurzeln auf zwei Arten, einmal mit dem kartesischen Ansatz a + ib
und einmal mit Polarkoordinaten. Fiir die Kubik- und vierte Wurzeln geniigt es,
die Polarform anzugeben.)

a)

b)

z ==

Lésung:

Quadratwurzeln. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass (1 + i) die beiden
Quadratwurzeln von 2i sind. Da —5i = (—%) 2¢ folgt, dass

(52 iy - 428

(—1+1)

die beiden Quadratwurzeln von —5i sind. Aus der Polarform —5i = 5e37%/2

folgt, dass die beiden Quadratwurzeln v/5e™/4 und v/5e™/* sind.
Kubische Wurzeln. Aus der Polarform von —5¢ lesen wir ab, dass die drei
kubischen Wurzeln

51/3mi/2 _ 51/32»7 51/3€m/2+2m/37 51/3pmi/2+4mi/3
sind.

Vierte Wurzeln. Aus der Polarform von —5¢ lesen wir ab, dass die vier
vierten Wurzeln

51/4637ri/8+7rik:/2’ L — 0’172’3

sind.

z2=3+4

Lésung:

Quadratwurzeln. a + ib ist eine Quadratwurzel von z genau dann, wenn
(a +ib)? = a* — b® + 2iab = z gilt. Dies ist fquivalent zu den Gleichungen

Bitte wenden!



a® —b* = 3 und ab = 2. Wir substituieren b = 2/a in die erste Gleichung
und erhalten a* — 3a® — 4 = 0. Die Losungen sind

, 3 i\/9+16_3i5_{4

2 2 —1

a

Da a? > 0 folgt @ = 42. Es folgt b = 2/a = £1. Die Quadratwurzeln sind
also a+ib = £(2+1). Die Polarform von 3+4i ist 5¢** mit ¢ = arctan(4/3).
Die Quadratwurzeln sind also 5/2¢%/2 und 5'/2¢i(¥/2+7)

Kubische Wurzeln. Aus der Polarform von 3 + 4i lesen wir ab, dass die
kubischen Wurzeln

51/3 eup/za7 51/3 ez'<p/3+2m'/37 51/3 gite/3+4mi/3
sind.

Vierte Wurzeln. Aus der Polarform von 3 + 41 lesen wir ab, dass die vierten
Wurzeln

51/46ig0/4+k7Ti/27 - 071,273
sind.

z=1+41

Losung: Quadratwurzeln. Wie in der vorhergehenden Teilaufgabe gelten fiir
eine Quadratwurzel a + ib die Gleichungen a? — > = 1 und 2ab = 1. Wir
substituieren b = - in die erste Gleichung und erhalten 4a* — 4a®> — 1 = 0.

Die Losungen sind a? = % + ﬂ% Da a? > 0 ist, folgt

1
a:iiﬁ 1+\/§

und nach Erweitern des Bruchs

b:%:i%%ﬁ:i%\@(\@—l) 1+V2 .

Die Quadratwurzeln sind also

a+ib:i§\/1+\/§(1+(\/§—1)i).

Da 1+ i = v/2e™/* sind die beiden Quadratwurzeln in Polarform 2'/4e™/8
und 21/46971'2'/8.
Kubische Wurzeln. Aus der Polarform von 1+ ¢ lesen wir ab, dass die kubi-
schen Wurzeln

21/667”;/12’ 21/667ri/12+271'i/3’ 21/667ri/12+4m'/3

Siehe nichstes Blatt!



sind.
Vierte Wurzeln. Aus der Polarform von 1+ ¢ lesen wir ab, dass die vierten
Wurzeln

21/8e7‘ri/16—‘y-7rik:/27 k, — 07172’3

sind.

2. Lose die quadratische Gleichung. Sind die Losungen reell? Sind die Losungen
komplex konjugiert zueinander?

a)

b)

d)

Vb2? + 52 ++/5=0

Lésung:

Wir teilen durch +/5 und erhalten die Gleichung 22 + V52 +1 = 0. Die
Losungen sind

x_—\/gi\/5—4_—\/3i1
B 2 2

Die Losungen sind reell.

—22% — 122 — 18 =0

Lésung:

Wir teilen durch —2 und erhalten die Gleichung 2% + 6z +9 = (x + 3)? = 0.
Die einzige Losung ist deshalb x = —3 (doppelte Nullstelle). Die Losung ist
reell.

2> +r+1=0
Lésung:
Die Losungen sind

I VA I S [ AVE]
B 2 2 ‘
Die Losungen sind komplex konjugiert zueinander.

T

2> +ix+i=0

Lésung:

Die Losungen sind

—i V-1 —4
5 .

Wir bestimmen wie in Aufgabe 1 die Quadratwurzeln a + ib von —1 — 4i.
Es gilt a® —b* = —1 und 2ab = —4. Wir substituieren b = —2/a in die erste
Gleichung und erhalten a* + a*> — 4 = 0. Die Losungen sind

,  —l+VT+16
—

xr =

a

Bitte wenden!



Da a? > 0, folgt

a=4- \/_ —1+V17

und

—14+17 8

Die beiden Losungen sind also

T (jF\/i\/\/ﬁI(jl(\/l_?Jr 1) 1)@,

b=—2/a= ;2—\/5 :F\/ﬁ\/m(\/ﬁ—i—l) |

x—i\/_ 1+ :

Diese sind nicht komplex konjugiert zueinander.

3. Zeige die Additionstheoreme fiir cos, sin und tan mit Hilfe von e’ = cos p+i sin ¢.

a)

b)

cos(a + (3) = cos acos f — sin asin 3
sin(a + ) = cos asin 3 + sin a cos 3
Verwende hier e = cos ¢ + i sin .

Lésung:
Wir berechnen

cos(a + B) +isin(a + ) = '@ = 18 = (cos(a) + isin a)(cos § + isin ()
= (cosacos f — sinasin f) + (cos asin 5 + sin avcos )i .

Die Additionstheoreme fiir sin und cos folgen jetzt durch Vergleich des Real-
und Imaginérteils dieser komplexen Zahlen.

_ tana-+tanf
tan(a + 0) = i atan s
Lésung:

Wir berechnen unter Verwendung von Teilaufgabe a

sin 3 sin «

tan(a + 9) sin(a+ ) cosasinf +cosfsine wsg T ocosa tan o + tan 3
an(« = = - __cosa )
cos(a + 3) cosacosf —sinasinf 1 — s;nszzg;g 1 —tanatan 8

Siehe nichstes Blatt!



c) Finde entsprechende Formeln fiir cos(a — ), sin(a — ) und tan(a — 3).
Losung:
Es gilt cos(—¢) = cos p, sin(—p) = — sin ¢ und folglich tan(—¢) = — tan ¢.
Es folgt mit a und b

cos(a — 3) = cosacos 3 + sin asin 3
sin(aw — 3) = — cos asin 3 + cos 3 sin «

tan( 3) tana — tan
an(a — () = :
1+ tanatan 3




