D-CHAB Grundlagen der Mathematik I (Analysis A) HS 2014
Theo Biihler

Losung 3

1. Fiihre die Polynomdivision mit Rest durch.

a) (-2t +22-1):(x—1)

Losung:
(2% —2t 402 +22 +0x —1) :(z—1)|z* +z+1
B
x? —1
— (22 —x)
T _
- (z —1)
0
Also gilt

(2° —2*+ 22 —1): (x —1)=2"+ 2+ 1 RestO.

b) (z*+23): (23 —x+1)

Lésung:
(x 423 4022 40z +0) : (2 —z+ 1Dz +1
— (2t —2? +x)
4zt -z
- (x? —r +1)
x? —1
Also gilt

(*+ 2% :(2®* —2x+1)=2+1 Restaz® — 1.

c) (2z* + 223 +2%) : (222 — 1)
Lésung:

Bitte wenden!



(2z* 4+22°  +2? +0x +0) : (222 —1)|2*+ 2+ 1

— (227 —x?)
22° 427
— (223 —x)
227+
— (222 —-1)

Also gilt

(22t + 2% +2*) : (222 —1) =2 + v+ 1 Restw + 1.

d) (iz* +z): (iz®> + 1)

Lésung:
(iz* +02® 4022 +x 40) : (iz? +1)|z* +1
— (ix +1?)
—z +x
— (—a? +1i)
T =1
Also gilt

(iz* +x): (ix* +1) =2> +i Restw —i .

2. Das Polynom p(z) = 6x° — 45z* 4+ 1102% — 9022 + ¢, ¢ € R, hat lokale Extrema
an den Stellen x =0, 1,2, 3.

a) Skizziere p.
Losung:
Man berechnet die lokalen Extrema p(0) = ¢, p(1) = ¢ — 19, p(2) = ¢ — 8
und p(3) = ¢ — 27. Eine Skizze befindet sich auf der ndchsten Seite.

b) Fiir welche Werte von ¢ hat p 5 reelle Nullstellen, 3 reelle und 2 komplexe
Nullstellen, 1 reelle und 4 komplexe Nullstellen?
Lésung:
Aus der Skizze des Graphen lesen wir ab:
e ¢ < 0 oder ¢ > 27: p hat 1 reelle und 4 komplexe Nullstellen.
e 0 <c<8oder 19 < ¢ < 27: p hat 3 reelle und 2 komplexe Nullstellen.
e 8 < ¢<19: p hat 5 reelle Nullstellen.

Siehe nichstes Blatt!



pP(X)

20 -

—20L

—40 L
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Abbildung 1: Skizze des Graphen von p(z) fiir c =0

Beachte: Wenn der Graph von p die x-Achse nur beriihrt, aber nicht schnei-
det, so hat p dort eine doppelte Nullstelle. Dieser Fall tritt genau fiir ¢ =
0,8,19,27 ein.

c) Konnen in b andere Fille auftreten?
Lésung:
Da das Polynom p reelle Koeffizienten hat, treten seine komplexen Null-
stellen in konjugiert komplexen Paaren auf. Die mogliche Anzahl komplexer
Nullstellen von p ist also 0,2 oder 4. Deshalb kénnen in b keine anderen
Félle auftreten.

3. (Lagrange-Interpolationspolynome vom Grad 3) Sei p(z), k = 0, 1,2, 3, das Po-
1 n=k

n=0,1,23, gilt.
0 n#k

lynom vom Grad 3, fiir welches py(n) =

a) Berechne pi(z) in der Form azz® + axz? + aix + ap.
Lésung:

Bitte wenden!



b)

Das Polynom (z — 1)(z — 2)(z — 3) verschwindet bei = 1,2,3. Der Wert
bei x = 0 ist —6. Also ist

pol) = —%@; )z —2)(z—3) = —é(x?’ —62%+ 11— 6)
Genauso finden wir
pi(z) = %x(m —2)(x—3) = %(x?’ — 527 + 67)
o) = —%x(az —1)(x—-3) = —%(:c?’ — 42* + 31)
ps(x) = éx(:v —1)(x—-2) = %(x?’ — 327 4 22) .
Man kann dieses Resultat in der Formel
Iyl )
P )
J7#k

zusammenfassen. Hier haben wir das Produktsymbol [] (Vorlesung) ver-
wendet. Die py(x) heissen Lagrange-Interpolationspolynome vom Grad 3.

Sei p(z) ein Polynom mit p(n) = y,, n =0, 1,2, 3. Zeige
p(x) = yopo(x) + y1p1(2) + y2pa2(x) + ysps(a) -
Lésung:
Das Polynom bopg(x) + b1p1(x) + bapa(x) + bsps(z) hat nach Konstruktion

der Polynome py(x) bei x = 0 den Wert byl + b10 + bo0 + b30 = by. Genauso
findet man, dass der Wert bei x =k, k =0, 1,2, 3, by = p(k) ist. Also ist

p(x) = bopo(x) + bip1(x) + bapa(x) + bsps(x) -
Berechne das Polynom p(x), fiir welches

p(0)=-15 p(1)=-1 p(2)=1 p(3)=15
gilt.
Lésung:

Es gilt nach b

p(x) = =15po(x) — p1(x) + p2(x) + 15ps(x)
und Einsetzen der Ausdriicke py(z) aus der Losung von a ergibt

p(z) = 42 — 182% 4 28z — 15 .

Siehe nichstes Blatt!



Alternative Losung (ohne b):

Wir verwenden, dass p(3) = —p(0) und p(2) = —p(1) gilt. Also konnen wir
annehmen, dass p(—(z — 1.5)) = —p(z — 1.5) gilt. Es folgt, dass p von der
Form p(z) = a(x — 1.5)% + b(z — 1.5) ist, wobei die Koeffizienten a und b zu

bestimmen sind. Es gilt

—27 3
—15:p(0):a—8 —b§
—1 1

1 =p(1) = a— — b=
p(l)=a g 5%

Nach Kiirzen folgt a = 4 und b = 1. Also ist p(z) = 4(z — 1.5)% + (z — 1.5).



