D-CHAB Grundlagen der Mathematik I (Analysis A) HS 2014
Theo Biihler

Losung 5

1. Berechne den Grenzwert, wenn er existiert.
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Hier haben wir erstens den Bruch mit n=2 erweitert. Zweitens haben wir die
im an
Rechenregel lim 7 = »=°— angewendet. Drittens haben wir die Rechen-
n —oo "M n—oo

regel lim (a, +b,) = lim a, + lim b, angewendet. Schliesslich haben wir

lim n~* = 0 fiir £ > 0 (Vorlesung) verwendet.
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Losung:
Wir gehen wie in Teilaufgabe a vor und berechnen
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Lésung:
Es gilt
n*—1 ) n—n-3

lim = lim .
n—ocond4+ni4+n+1 n-ocol4+nt4+n24n3

Bitte wenden!



Es gilt lim (1 +n"'+n"2+n"3) =1, aber lim (n — n~?) existiert nicht.
n—oQ n—oo

Also existiert der Grenzwert nicht.
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Lésung:
Wir berechnen wie in Teilaufgabe a
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Bemerkung: Sei p(n) = ayn™ +apy_1n™ 1 +... ein Polynom vom Grad M. Sei
q(n) = byn™ +by_1n¥ "1 4+ ... ein Polynom vom Grad N und ¢(n) # 0. Dann

findet man mit der Losungsmethode dieser Aufgabe

0 M<N
tim PO J o M=N .
n—oco q(n) by

nicht existent M > N

. Schreibe die ersten vier Folgenglieder der Folgen (ay,), (b,), (¢,) explizit hin. Man
kann zeigen, dass diese Folgen konvergieren. Bestimme ihre Grenzwerte.

a) ap =0, a1 =2+ ay

Lésung:
Die ersten vier Folgenglieder sind

Qo

a1

0
V2
ap = \/2+\/§

az=1\/2+\/2+V2.

Wir wissen, dass a = lim,,_., a,, existiert. Also erfiillt a

a= lim a,.1 = lim vV2+a, = ,/24 lim a, =vV2+a.

Siehe nichstes Blatt!



Wir quadrieren diese Gleichung und erhalten die quadratische Gleichung
a®? = 2+a fiir a. Diese hat die Lésungen a = —1 und a = 2. Die erste Losung
kommt nicht in Frage, da a, > 0 fiir alle n, also auch a > 0. Deshalb ist
a=2.

b) Seiz > 0. by = 1, an:%(anr%)
Losung:
Die ersten vier Folgenglieder sind

by =1

1

22+ 62+ 1
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Wir wissen, dass b = lim,,_, b,, existiert. Also erfiillt b

1
b= lim by, — lim = (bn + f)
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In der zweiten Zeile haben wir die Rechenregel lim,, o (a,+b,,) = lim,, o ap+
lim,, o b, verwendet. In der dritten Zeile haben wir die Rechenregel lim,, g—: =
limy, oo an

===y fir die konstante Folge a, = x verwendet. Daraus erhalten wir
die quadratische Gleichung b?> = x. Da b,, > 0 fiir alle n ist b > 0. Also ist

b= /T

c) Sei Fp =1, Fy =1und F,; = F, + F,_; die Fibonacci-Folge. ¢, = %
Lésung:
Man berechnet Fy, = 2, F3 =3, F, =5, F; =8, Fy = 13, F; = 21 und die
ersten vier Folgenglieder

21

8
C():]_ Ci = < ngg 03:1—3.

Bitte wenden!



Wir wissen, dass ¢ = lim,, _ ¢, existiert. Also erfiillt ¢

Fn . F mn F n— . Fn_
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Daraus erhalten wir die quadratische Gleichung ¢ — ¢ — 1 = 0 fiir ¢. Deren
Losungen sind ¢ = %5 Da F,, > 0 fiir alle n ist ¢, > 0 fir alle n. Also ist

¢ > 0 und nur die zweite Losung ist moglich: ¢ = 1+Tﬁ (goldener Schnitt).

3. Berechne /3 auf 8 Nachkommastellen genau.

Losung:

Wir verwenden 2b fiir z = 3. Wir berechnen nacheinander
bp =1
by =2
by = 1.75000000
by = 1.73214285
by = 1.73205081
bs = 1.73205080
bg = 1.73205080
b7 = 1.73205080

Also erhalten wir v/3 = 1.73205080 auf 8 Nachkommastellen genatl.

Bemerkung: Wir konnen die Geschwindigkeit der Konvergenz der Folge (b,,) zum
Grenzwert /z wie folgt abschitzen. Sei der Startwert by > 0. Es gilt

1 2 (b — V)

Es folgt b, > /7 fiir n > 1 und fiir den Fehler ¢,, = b, — \/z

n

. g2 — g2
el = 0= < min | —, .
T 2(e, + V) 272/

Siehe nichstes Blatt!



Es folgt, dass €, gegen 0 konvergiert. Betrachten wir der Einfachheit halber den
Fall z > 1. Die Ungleichung ¢,,; < ;\% < &2 besagt, dass (b,) sehr schnell
konvergiert: Angenommen b,, stimmt bis auf N Nachkommastellen mit /z iibe-
rein, also ¢, < 107V, dann ist ¢,.; < 1072" und folglich stimmt b,,; bis auf
2N Nachkommastellen mit /x iiberein. Die Anzahl korrekte Nachkommastellen

verdoppelt sich also in jedem Schritt. Man spricht von quadratischer Konvergenz.




